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Introdução 2 
Introdução 
Em 1982, em sua tese de doutorado no IMPA [Col], Celso José da Costa 
obteve as equações do primeiro exemplo de superfície mínima, completa, 
mergulhada e de curvatura total finita, além do plano e do catenóide, a 
chamada superfície de Costa. 
Em [ColL Costa não havia demonstrado que toda superfície era mer-
gulhada, mas ele mostrou que seus fins eram mergulhados, faltava assim~ 
demonstrar que o "núcleo" desta superfície era mergulhado. David Hoffman, 
da Universidade de Amherst, conseguiu colocar as equações de Costa em 
um programa de computação gráfica e verificar que a superfície era de fato 
mergulhada, isto é, não tinha auto-intersecções. E ainda, a visão espacial 
da superfície permitia ver que ela possuia muitas simetrias1 que estavam es-
condidas nas equações de Costa 1 e que foram essenciais para a demonstração 
do mergulho. Com ísso, Hoffman e Meeks, [H,ML mostraram que de fato a 
superffcie de Costa é mergulhada. 
E o objetivo central desta dissertação é mostrar detalhadamente que a 
superfície de Costa é mergulhada. Este trabalho se dividirá, basicamente, 
em três partes. Na primeira parte, capítulo 1, construiremos a teoria de su-
perfícies mínimas e representação de Weierstrass! necessárias aos dois capítu-
los posteriores, seguindo o livro de Osserman. Na segJ.mda parte, capítulo 2, 
nós enumeraremos alguns resultados de funções elipticas e P-função de Weier-
strass, para podermos mostrar a existência da superfície de Costa1 seguiremos 
[B,C]. Na última parte, capítulo 3, nós completaremos o estudo do mergulho 
da superfície, estudando o seu "centro". Para isso 1 mostraremos que a su-
perfície de Costa pode ser dividida em oito partes congruentes e disjuntas e 
que cada parte é mergulhada 1 e consequentemente, toda a superfície é mer-
gulhada. Esses cálculos foram feitos por Hoffman e Meeks [H,M]. 
Capítulo 1 
Conceitos Básicos e a 
Representação de Weierstrass 
1.1 Introdução 
Neste primeiro capítulo apresentaremos alguns conceitos básicos da teoria de 
superfícies mínimas, que serão úteis para desenvolver a dissertação; seguindo 
[Osl]. 
1.2 Conceitos Básicos e Superfícies Mínimas 
Sendo M um espaço Hausdorff, com base enumerável, onde cada ponto tem 
uma vizinhança homeomorfa a um domínio em lRn, nós definimos atlas da 
seguinte forma: 
Definição 1.1 Um atlas A para uma n-variedade M é uma coleyão de triplas 
(Ra,Oa,Fa), onde Ra. é um domínio em JR:', Ocx um aberto em M, Fa é um 
homeomorfismo de Rc. em 0 0 e UoPn = M. Cada tripla é chamada como 
sistema de coordenadas locais. 
Definimos também uma estrutura 0 00 em M como sendo wn atlas max-
imal A para o qual F;; 1 o F13 E c=, quando definido. 
3 
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Sabemos que uma n-variedade M é orientável se ela possui um atlas tal 
que cada transformação Fcr -l o F13 tem jacobiano positivo~ quando definido. 
Uma orientação de M é a escolha de tal atlas. 
Observação 1.2 Uma aplicação c=, F : U --l- V, com U, V c 11?" é 
chamado aplicação conforme se pa?U todo p E U e todo Vt, v2 E Tp(U) nós 
ternos< dFp(vl),dFp(vz) >= .. V(p) < V],1h >p 1 onde )..2 é uma função dífer-
encíá~le[ não nula em U, em outrus palavras, preserca ângulo. Se, além dísso, 
tal aplicação preservar orientação, ela é chamada de estritamente conforme. 
Pam o nosso caso, estritamente conforme e conforrne têm o mesmo signifi-
cado. 
Definição L3 Urna estruturo conforme em M é um atlas para o q1tal 
Po. -I o f{3 é uma aplicação conforme, quando definido. 
Seja AI uma n-variedade cnm uma estrutma C 00 A 1 e JÜ uma n-variedade 
com uma estrutura c= Ã. Uma aplicaçiio contínua f : M -- M será 
chamada uma aplicação C00 , denotada' por f E C""', se cada 
FfJ -l o foFa E C'"'\ quando definida. 
Definição lA Uma superfície c= S, em JR3 , é v.ma 2-variedade !v! com 
uma estrutura C00 1 junto com uma aplicação coe, X : M -----J. 1lf. 
Como a utilizaçiio de métodos de análise complexa se mostrará muito 
proveitosa no estudo das superfícies mínimas; consideraremos inicialmente 
lvf C C, domínio do plano complexo e temos entiio a seguinte definição 
provisória, tomando a estrutura como sendo ( D, D, 1 d). 
Definição 1.5 Uma superfícíe c= S, em llf, é uma aplicação C<Xl X(u): 
D ----~- JJ13 , onde D é um domínio do plano complexo, onde u = u 1 + iu2 e 
X(u) = (X1 (u),X2 (u),X3 (u)). 
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Observaremos num resultado posterior, teorema 1.23 e na. seção que fala. 
da representação de Weierstrass, que esta última definição nã-o é restritiva 
no caso de superfícies mínimas, mas é nos outros casos. 
Definição 1.6 Sejam u = u 1 + iu2 um elemento de D e S u.ma superfície 
c= dada pela aplicação 0'"'\ X(u): D----+ JR3 . Se a matrizjawbiana A tem 
posto 2 em cada ponto de D então dizemos que S é 1·egular, onde A= (aiiL 
&X, X . 1 2 3 · 1 2 aii=-;:;;:-:-= ttj, 'l=,, ; J=, · 
uu, 
Observação 1.7 Tal definição é equivalente a dizer que existem, i,j, 
1S: i~ j-5: 3 tal que 
01L ainda, que xlll e Xu2 são line.armente independentes. 
Neste trabalho, consideraremos apenas o caso de superfícies orientáveis 
em JH3 . Assim temos.a existência de um campo normal e unitário, N, positivo 
em rdaç.ão ao atlas de orientação, nos pontos regulares. Este campo é dado 
por 
Seja S uma superfícle 0 00 , como definida em 1.5: X induz uma métrica em 
D dada por 
em cada ponto onde S é regular_ 
Uma curva dívergente em uma superfície S em JR3 l S dada na defini-
ção 1.5, é uma aplicação coo <p: [O,oo) ~IR", onde <p([O,oo)) c X(D), 
tal que para cada subconjunto compacto K C X(D) existe um to E (0, oo) 
com <p(t) fj_ K para t > t 0 • E o comprimento de tal curva é definido por 
limt_.,.oofJ j tp'(t)! dt, na métrica induzida, em D. 
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Par-a facilitar a notação identificaremos S com X(D). E assim1 podemos 
definir superfície completa) a superfície como definida em 1.5. 
Definição 1.8 Urna snperfície S em JR3 é completa se o comprimento, dado 
pela métrica induzida em D, de cada curva divergente é ilimitado, 
Daremos agora um resultado 1 que facilita a demonstração de completude 
de algumas superfícies, Nós podemos observar que esse resultado não se 
aplica somente às superfícies definidas em L5. 
Teorema 1.9 Uma sequência de pontos {Pn} em S é uma sequência de 
Cauchy na distância intdnseca d 1 se dado e > O existe noEN tal que quando 
n, m'2:n0 ternos d(p111 Pm) <é. S é completa se e somente se cada sequência 
de Cauchy em S converge para um ponto em S. 
Den10nstração: Provemos que se S é completa então cada sequência de 
Cauchy em S converge para um ponto em S. Suponhamos que existe uma 
Sequência de Caurlly1 {Sn} 1 em S que não converge em S. Daí~ {811 } escapa 
de qualquer compacto. Definimos a curva i.p : [0, co) --+ S, tal que ;p )[0,11= 
i.f1 : (0, IJ ----} S,, · ·, tp hn-l,r~J= IPn : [n-1, nJ -~ Sj ·,·,e IPi é uma curva c= 
unindo os pontos 81 e Si+ 1 de Sr.- Reparametrizemos 'Pn por comprimento 
de arco e definimos 
\Õn(l) = 'Pn( 12) ' 
n 
daí I <,D,'(t) I= ljn2 Assim, 
~o= 10'(t) I dt = 
= f' 10,'(t) I dt +,, + f" I ,p,'(t) I dt + ·, = lo ln-1 
= 1 
=I;-,<oo. 
n=l n 
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Absurdo, pois S é completa. 
Agora, demonstremos a recíproca, ou seja1 se toda sequência de Cauchy 
em S converge para um ponto em S então S é completa. 
Suponha que S não seja completa, isto é1 que o comprimento de alguma 
curva tp, divergente em S, é limitada, e seja f(<p) =r o comprimento da curva 
<p, <p: [a,oo) ~S. Seja t 1 E [a,oo) tal que 
r 
f(<p l!o,t,J) ~r- 2 
denotemos <p(t1 ) ~ p1 ; Seja t 2 E [a, oo) tal que 
denotemos tp(tn) = Pn· Mostraremos que {Pn} é uma sequência de Cauchy 
na distância intrínseca, d. Para Vs >O mostremos que existe no E (Ol oo) tal 
que para n; m ~ no temos d(pn,Pm) < E. Temos que 
daí temos 
e ass1m, 
Tomando 
-r r r k~~-+-<-<E 2n2mzm' 
r 
m > log2-. 
e 
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temos que para n, m ::.; no temos d(pn, Pm) < E. Desta forma, temos que 
{p,1} converge para um ponto p0 E S, por hipótese, e daí conseguimos um 
compacto C= t.p tal que t.p(t) E C para t >!v, para algum t 0 . Absurdo 1 pois 
'P é divergente. Portanto, S é completa O. 
Daremos agora a definição de superfície mínima. Temos que 
é a métrica definida nos pontos regulares e usaremos a seguinte notação 
onde N é o vetor normal, 1mitário e positivo da superfície em questão! onde 
X, Ui e u1 são como na definiç-ão 1.6. Definimos a cmvatura média, H, de S 
por: 
H= f!.'!2bn + gubn- 2g12b12 
2det(g,J) 
Definição 1.10 Uma st~perjície S é uma supe1jície mínima. se sua curvatum 
média H se anula em cada ponto regular. 
Assim, a equação 
é chamada equação da superfície mínima. 
Observação 1.11 Sejam i,j dois int.eiros distintos 'Variando de 1 a 2 e D 
um domínio no plano (Xi,Xj). As equaçÕeB X] = ull x2 = U2 e x3 = 
f(uL uz) definem uma superfícieS em 1R3 e dizemos que tal superfície está 
na forma não-paramétrica ou na forma explícita. Esta superfície é o gráfico 
da aplicação f(u1 , u2 ). 
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Observação 1.12 Numa superfície mínima, não constante, os pontos sin-
!fltlares são isolados, portanto podemos estender H como zero pam toda a 
superfície. 
Para uma supetfície deste tipo) a equaç.ao da superfícíe mínima toma a 
seguinte forma: 
&f 2 &'f &f &f &'f &f ' &'f [1+ (-) ]---- 2(---)---- + [1+ (--) ]--=o &X2 &X[ &X1 &X2 &X1&X2 &X1 &Xi . 
Assim, uma das maneiras de achar exemplos de superfícies mínimas é 
encontrar a solução dessa equação. No entanto, o teorema de Bernstein, 
ver [Osl L d:iz que as úrllcas superfícies mínimas que são gráficos completos, 
são os planos, utllizaremos a fonna não paramétrica para desenvolver al-
guns cálculos que serão úteis na demonstração do teorema da existência de 
parâmetros isotérmicos para superfícies mínimas que será visto na seção pos-
terior. Seja então a superfície na forma xl = UJ,x2 = u2 e x3 = f(1J.t,u2)\ 
f de classe C 2 • Então 
&f Bf 
x., = (1,0,~{) ) 'x., = (0,1,-&-) 
U1 Uz 
e 
- Bf {)f 
912 =< Xu11 Xu_:. >= &u ~{) , 
1 u, 
g, =< x., x., >= 1 +(f}!, )2 . 
Introduzindo a notação abaixo 
Bf Bj &'f B'f 
p = &X, ' q = BX, ' T = BX[ ' 8 = {)X, {)X, 
&'.f 
t= &Xi 
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temos que a equação da superfície mínima pode ser escrita como 
,&p &p &q ,&q (1+ q) ax, - (pq)(ax, + ax,) + (1+ p lax, =o (1.1) 
ou 
(1 + q2)1'- 2(pq)s + (1 + p2 )t =O (12) 
e temos também que 
2 2 911 = 1 + p ' 912 = pq ' 922 ::c.:: 1 + q ) 
daí 
detg;; = 1 + p2 + q2 + p2q2 ·- (pq)' . 
Usaremos a notação W = jdetgij· Tomemos uma variação da superfície, 
j = f+ >.h onde >. é um número real e h E 0 1 no domínio de definição D de 
f. Usaremos também a notação 
- ' 8h p=p+A&x,, 
assim ll12 = W 2 + 2>.X + >.2Y, onde 
- &h 
ª = ª + .\ax, 
&h &h 
x = [(1 + q')p- (pq)q) ax, + [(1 + P')q- (pq)p) ax, 
e Y é contínua em X 1 , X2. Disso segue que W = l-l" + >.~ + >.2Z, onde 
Z é contínua. Agora consideraremos uma curva fechada r no domínio de 
definição de f(X1 ,X2) e seja u a região limitada por r. Se a superfície 
X3 = j(X1,X2), sobre a, minimiza a área dentre todas as superfícies com a 
mesma fronteira, então para cada escolha de h tal que h= O em r, nós temos 
f f. WdX,dX, ~f f. WdX,dX, 
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onde por definlção a área da superfície X3 = j(X1,X2) sobre rr é 
Observemos que a desigualdade anterior é possível somente se 
Mas 
f!.~-~ 
f f (l + q2) pq &h (1 + p2 pq ôh ~ .H-w---P- Wq]ôX~ + [W-q- wPlaxJdX,dX2 ~O, 
donde integrando--se por partes e usando o fato que h = O em r, nós encon-
tramos 
!f a l+q' pq a l+r pq c [--(--,-p- --q) + -( ----q- -p)]hdX1dX2 ~O _ a &X, W W &X, W W 
Pelo mesmo raciocínio usado acima, segue que a equação 
{) l+q2 pq {) l+p2 pq 
--[--p- -q] + --[---q- -p] ~o âX1 W W ôX2 W W ' 
deve valer sempre, Desde que encontramos essa equaç.ão, é fácil verificar que 
isso é uma consequência da equação da superfície mínima. De fato, a última 
equação pode ser escrita como a soma dos três termos abaixo: 
l+q2 ôp pq Ôq ôp l+p' Ôp 
[-w8x,- w(ax, + ax) + w ax,l 
IJ l+q' {) pq {) l+p' {) pq 
+[ax, ( w ) - ax, (w)]p+ [ax, ( w-)- ax, (w)Jq-
O primeiro termo se anula pela equação 1.1. Expandindo-se o coeficiente de 
p no segundo termo, nós encontram<?s a expressão 
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1 
= ws[(pq)q- (1 + q2)p][(1 + q2)r- 2(pq)s + (1 + p2)t] ' 
o qual se anula pela equação 1.2. Trocando q por p e X 1 por X 2 ) nós notamos 
que o coeficiente de q no terceiro termo também se anula e assim fica provado 
a última afirmação feita. 
Nestes cálculos, nós também mostramos que as equações : 
8 pq 
---(-) 8X, w 
8 1 +p2 
---(---) 8X, w 
são satisfeitas pru:a cada solução da equação da superfície núnima. 
(1.3) 
1.3 Parâmetros Isotérmicos e Representação 
Complexa 
Nesta seção, introduziremos a representação complexa para superfícies para 
que possamos usar a teoria de variáveis complexas e assim simplificar alguns 
cálculos e notações, bem como dar nos condições de provar alguns resultados 
que serão úteis na próxima seção. 
Definição 1.13 Dada uma superfície regular 8 definida por X(u), como na 
definição 1.5, temos que, se 
ougij = .\2bij e À= .\(u) >O, osparâmetrosu1, U:! Bão chamados parâmetros 
isotérmicos. 
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Em resultados posteríores nós assumiremos que as superfícies podem ser 
representadas localmente em termos de parâmetros isotér:n:Ucos. No entanto, 
a existência de tais parâmetros não é imediata. Para o caso de superfícíe (J2 
há um teorema geral garantindo a existência. Seguindo [OslL dai"emos aqui 
uma prova para o caso de superfícies mínimas. 
Teorema 1.14 Seja S uma superfície mínima. Cada ponto regular de S 
tem uma vizinhança na qual e;ciste uma repammetrização de S ern termos de 
parâmetrvs úwtérmicos. 
Para a demonstração de tal teorema precisaremos de um lema. 
Lema 1.15 SejaS uma superfície X(u), e seja u =a um ponto no qual 
S é regular. Então e:tiste uma vizinhança V de a, tal que a superfície a 
obtida por restrição de X ( u) a V tem ttma reparametrização T na forrna não 
paramétrica. 
Demonstração: Pela observação 1.7, e usando o teorema da aplicação in-
versa) nós dizemos que existe uma vizinhança V de a na qual a aplicação 
{tt1,u2 ) ..............- (Xi,Xj) é um difeomorfismo. Assim sendo, se X(u) E C", a 
aplicação inversa (Xt; Xj) ---+ (u1 , u 2) também pertence à 0 00 , e o mesmo é 
verdade para a aplicação composta (Xi, x.:i) --+ (ui, Uz) ---t {Xl, Xz, X3) a 
qual define T O. 
Agora demonstraremos o teorema L 14 , assumindo que 
(X,, X3) = (X,, X,), 
Demonstração: Pelo lema anterior podemos encontrar uma vizinhança de 
um ponto regrtlar no qual S pode ser representada na forma não paramétrica. 
Assim, temos que as equações 1.3 são satisfeitas em algum disco, A, dado 
por (X1 ~ a1)2 + (X2 - a2 ) 2 < b. O teorema de Green nos garante que dado 
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um campo (M(X1,X2), N(X1 ,X,)) E C 1 , existe f tal que 
Deste resultado, temos que as equações 1.3 implicam na existência de funções 
F(X1,X2 ), G(X1 ,X2 ) neste disco satisfazendo 
fJP 1 +p' fJP pq 
=--- --~-
fJX, w ' à X, W' 
fJG pq fJG 1 + q' 
---"- =- -~~-fJX, w ' fJX, w 
W ,p e q como vlsto na seção anterior, Se nós considerarmos 
(14) 
nós encontramos 
e J~ ô(6,6) ~2+ 2+p2 +q2 >0. 
ô(X"X,) W 
Assim a transformação 1.4 tem mna inversa loc.al (6,6) ---+ (X1 ,X2), e 
sendo X3 = f(X1, X 2) nós podemos representar a superfície em termos dos 
Capl:Conceitos Básicos e a Repres. de Weierstrass 15 
parâmetros 6, Çz. Se J é o jacobiano da aplicação (X1,X2 ) -----+ (6,~2), 
temos que J·-l é o jacobiano da inversa dessa aplicação. Daí 
ax, w + 1 + 1 q I' 
86 = JW 
pq 
---JW, 
ax, pq 
ar, =-1-w, 
ax, w + 1 + 1 P I' 
aç, Jw 
e assim 
&x, & ax, &f &x, &f w + 1 + 1 q 1' pq 
-- = -(f(X, x,)) = -~-+---- = --~--p- ~-q-&ç, &Ç1 ' 86 &X, &Ç, &X, JW JW ' 
As.sim, com respeito aos parâmetros Ç1 , ~2 , nós temos 
2 2TV W 2 Yll = g, = I x, I = I x,. 11 = - = -----------~ 
' ' J zw + 2 + I P I' + I q I' 
Portanto temos que ~ll Ç2 são coordenadas isotérmicas D. 
Proposição 1.16 SejaS uma superfície regular definida por X E c=, u.1 , u 2 
par·âmetros isotérmicos. Então 6X = 2Ã.2 H N, onde H é a curvatum média 
e N é o vetor nor-mal unitário de S. 
Capl:Conceitos Básicos e a Repres. de Weierstrass 16 
Demonstração: Como 911 = 922 e 912 = O temos 
Der"ivando a primeira com relação a u 1 e a segunda com relação a u2 \ temos 
portanto 
Analogamente, der·ivando a primeira equação com respeito a u2 -e a segunda 
com respeito a u 1 , encontramos: 
Assim, 6X é um vetor perpendlcuJm ao plano tangente de S. Mas se N é 
um vetor normal 1mitário a S nós temos 
Anteriormente vlmos que 
H = 922bu + 9n b22 ~ 2g12h12 
2det(g;,) 
e no caso de parâmetros isothmicos temos det(gii) -
notação, já vista, 
bij =< xl.l.j_tlj, N > 
temos 
< 6X, N >= bu + b, = 2-12 HD . 
>..4 assim usando a , 
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Corolário 1.17 Seja X(u) E C 2 uma superfície regular Sem parâmetros 
isotérmicos. S é uma superfície mínima se e somente se as funções coorde~ 
nadas Xk(u1 , u2 ) são harmônicas. 
Denwnstração: Segue-se imediatamente da proposição anterior O. 
Observação 1.18 Notando que Xk E G'l2 e usando as equações de Cauchy-
Riemann temos quet tfJk(() é analítica em (se e somente se Xk é harmônica 
em tf1 , tq, onde 
Proposição 1.19 Com a definição de <fok dada acima temos que u1, u 2 são 
parâmetros isotérmicos se e somente se 
n 
LcPk(()~O, 
k=1 
onde 
Demonstração: Se UJ, u2 são parâmetros isotérmicos temos que 
E<P:(o = t(ax,),- t(ax,),- 2íE ax, ?__x, 
k=1 bool âul k=1 ÔU2 k=l aul ôu2 
=! x .. j 12 -I Xu2 12 - 2i < XU1JXU2 >= 
= Yn -922- 2ígt2 =O . 
A recíproca, suponha que u1 e 1q não são parâmetros isotérmicos, dai 
912 =f O ou 911 f 922 1 sendo assim, é impossível termos Lk=l <PH Ç) = O. 
Portanto, u 1, u2 são parâmetros isotérmicos O. 
Levando-se em conta os resultados acima, damos a seguinte definição de 
superfície mínima generalizada (admitindo singularidades). 
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Definição 1.20 Urna superfície mínima generalizada S em JR3 é uma apli-
cação não constante X(D): D-----+ JR3, onde D é um dDmínio do plano com~ 
plexo com uma estruturo conforme definida pelo atlas A~ {(D, D, Id)}, ( Id 
é a aplicação identidade), tal que cada função coordenada Xk(p) é harmônica 
em D e, além disso, 
n 
I>t%(0 =o 
k=l 
onde 
e Ç ~ Ç1 + iÇ2 . 
Lema 1.21 Se u.1 , u.2 são parâmetros isotérmicos, enião é regular· se e so-
mente se 2::~~1 1 q,,(Ç) I' f O. 
Demonstração: Seja 1Jk(() = ~~ ~ í%!;:-, ( = u1 + iu2) como na definição 
de superfície mínima generalizada. Se S é regular, temos por definição que 
ex ax - · d d M au
1 
, 8u
2 
sao m epen entes. as 
tI q,,(Ç) I'~ t[(i)X, )' + (i} X,)']= 
k=l k=l 8ui 8'UI). 
âX 2 âX 2 
=1--1 +1-1 =gu+gn= &u, &u, 
= 2gn = 2gu = 2gn 1 
pois U.t, u2 são parâmetros isotérmicos. Assim temos que I::~=l j c/Jk ( () [2 = O 
se e só se 911 = O, que é equivalente à 
ax 
--~o 
ÔU1 1 
que por sua vez, também é equivalente a 
ax ax 
Ô'tJ,l ) 8u2 
serem L.D., e portanto, aS não ser regular O. 
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Corolário 1.22 Uma superfície mínima generalizada não pode ser compacta. 
Demonstração: Seja S uma superfície mínima generalizada definida por 
uma ftmção X(p) : D ~ JR:3. Então, cada função coordenada Xk(p) é 
harmônica e daí, analítica. Supondo X(D) compacto em IR?, teremos que 
X(D) será limitado. Donde concluimos que, Xk(p) atingirá seu máximo e 
assim, Xk será constante, contradizendo a definição de superfície mínima 
genérica (que nos dá X(p) f= c, c constante) O. 
Teorema 1.23 Cada superfície mínima simplesmente cone.xa S t.em uma 
r·eparametrização na forma X ( () : D ---). .fff1, onde D é ou o disco unitário 
I Ç I< 1, ou o(- plano todo. 
Demonstraçâo: Seja S definida por X(p) : D _____. En. Pelo cowJái"io 
anterior) temos que X(D) não é compacta, e pelo teorema de Uniformização 
de Koebe (ver [A,S}), temos que X (D) é conformemente equivalente ao disco 
unitál"io ou ao plano. A aplicação composta D ---7 X(D) ------c> En dá esse 
restútado O_ 
1.4 Representação de Weierstrass 
Uma função f(() a qual é analítica em todo o seu domínio D exceto por polos 
é chamada função meromorfa em D, mais precísamente: para cada (0 E D 
existe uma vizinhança de (o contida em D tal que ou f(() é analítica em 
toda a vizinhança ou f(Ç) é analítica na vizinhança menos o ponto (0 e a 
singularidade é um polo . Temos que os polos de funções meromorfas são 
isolados por definição. 
Teorema 1.24 Seja Dum domínio no (-plano complexo, g(Ç) uma função 
memmorfa em. D e f(() uma função analítica em D 1 as quais tem a pro-
priedade que em cada ponto onde g(Ç) tem um polo de ordem m, f(() tem 
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um zero de ordem no mínimo 2m. Então as funções 
.p, - ~/(1- g'), 
2 
.p, - 2/(1 + g'), (1.5) 
.p, - fg 
serão analíticas em D e tPi + 4>~ + ql~ = O. Reciprocamente cada tripla de 
funçi5es analíticas em D (4>1 )cf2)03L satisfazendo 4>~ + tP~ + ~5 =O, podem 
ser representada na forma da equação 1.5 e:r:ceto para ql1 ~ iifiz, rjJ3 =O. 
Demonstração: Basta substituir a equação 1.5 em 4>i+4'~+Ç~ para verificar 
que esta soma se anula. As funções lÍJi) como definidas na equação 1.5, são 
analíticas, pois g é meromorfa em D 1 f é analítica em D e os problemas com 
os polos de g são eliminados pelo fato de f ter zeros de ordem, no mínimo, 
lgual a ordem dos polos de g, no mesmo ponto. 
Reciprocamente, sejam </;1 , 02 , f/J3 analíticas tais que 4li + çb~ + q)~ = O, 
escrevemos f e g da seguinte forma, 
isso implica que 
Temos também que 
-fg'- f~ -/(1 + g2) ~ .p, +i</J,- .p, +í<Pz ~ 2i<P, '* 
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Finalmente, 
1 i q;, = ~ 2/(1 + g2) = ;/(1 + g 2) • 
f g = ( </J1 ~ i<j;,) .i, </J3 ·.1, = </J3 · 
'f'l - '~-'f'2 
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É fácil notar que f e g, como definidas nesta recíproca, satisfazem as pro-
priedades de f ser uma função analítica em D e g uma frmção meromorfa 
em D tais que em cada ponto onde g tem um polo de ordem rn, f tem um 
zero de, pelo menos, ordem 2m D. 
Teorema 1.25 (Representação de Weierstrass) Cada superfície mírn-
ma simplesmente conexa em JR3 pode ser representada na forma 
(1.6) 
onde os if;k são definidos pela equação 1.5, f, g tendo propriedades estabele-
cidas no lcot·ema anterior, o domínio D sendo ou o disco unitár-io ou todo o 
plano e a integral sendo tomada ao longo dç um caminho arbitrário ligando 
a origem ao ponto (. A superfície será regular se e somente se f satisfizer 
a propriedade que 8e anula somente nos polos de g, e a ordem de seus zeros 
em cada ponto é exatamente duas vezes a ordem do polo de g. 
Demonstração: Temos que as integrais dadas na equação 1.5 estão bem 
definidas pois r/Ji são analíticas pelo mesmo motivo explicado no início da 
demonstração do resultado anterior. Pelo teorema 1.23 a superfície pode 
ser representada na forma X(() : D -----J. IR\ onde D é ou o disco ou o 
plano, Se nós definirmos r/Jk = %~< - i~~2k, ( = 6 + i6, então essas funções 
serão analíticas e sabendo que a superfície é simplesmente conexa temos que 
a integral dada na equação 1.5 independe do caminho e assim está bem 
definida. E pelo teorema anterior, tal superfície pode ser representada pela 
integral dada na equação 1.5. Para uma superfície mínima gen~ralizada a 
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equação <Pi + ~ + QS5 = O vale (basta olhar a definição de superfície mínima 
generalizada L sendo assim pelo teorema anterior nós temos a representação 
1.5. 
Afirmação: 
Pelo lema 1.21, a superfície não será regular se e só se todas t/Jk se anularem 
simultaneamente, o que acontece precisamente quando f = O (na definição 
de Q)i), onde g é regular, ou quando fg 2 =O onde g tem um polo. 
Prova da afirmação: Se g tem um polo de ordem m, então/(() tem 
zero de ordem 2m+ Ç, Ç ~O, 
g(Ç) ~ --~-h(Ç) (Ç-a)m ' 
f(Ç) = {(- a)'mHt(Ç) . 
i i 1 q,, = 2/(1 + g
2 ) = 2((- a)""+<t(()(l - {Ç _a)''" h'(Ç)) , 
<f;3 ~ ((- a)''"+<t(Ç){l ----~-h(() 
. (Ç-a)m ' 
nesse caso ifJ1 = 4>2 = tjJ3 = O ~-4 f g2 = O, onde g tem rnn polo. Se g é regular 
(singularidade removível, polo removível) então tjJ1 = ch = </>3 = O ~f = O 
onde g é regular, pois 1-g2 e l+g2 podem ser definidos no zero de f. Se g não 
tem polo então basta ter f= O. Portanto os rfJk se anulam simultaneamente 
se e somente se f g2 = O, onde g tem um polo ou f = O onde g é regular. E 
assim, fica demonstrado este teorema O. 
Corolário 1.26 Seja D um domínio do (-plano complexo, g( () uma função 
meromorfa em D e f(() uma função a'{l-alítica em D tendo a propriedade 
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que em cada ponto onde g(() tem um polo de O'rdem m, f(Ç) tem um zero 
de ordem pelo menos 2m. Definimos tP1 = U(l ~ g2 ), q,, = U(l + g') e 
tjJ3 = fg. Se q,,,k = 1,2,3, satisfazem: 
aJI:% •• 1 <Pi(() =O; 
b )'L~~~ I rh( () I' > O; 
c)X, = Re(J' tjJ,(Ç)dÇ) = O, ao longo de qualquer caminho fechado. 
Então, X(()= (X1((),X2 ((),X3 (()) define uma imersão mínima regular. 
Demonstração: Como 4Jk) k = 1,21 3 são analíticas temos que Xk são 
harmônicas e usando os resultados 1.17, 1.18, 1.19 e 1.21 conduimos que, 
X(() é urna imersão mínima e, obviamente1 regular D. 
Faremos agora, alguns comentários sobre completude e a aplicação normal 
de Gauss em função da representação de Weierstrass. O plano tangente à 
superfícieS dada por X(Ç): D ~IR', (Ç = 6 + if,, D é um domínio do 
plano complexo (6, 6)) é gerado pelos vetores 
onde 
8X 8X 
86'8(,' 
8X 8X 
86 ~ iaç, = Cri>L<P,,<P,J 
e cfJJ, 4>2, r/>-J- são dadas pelo teorema anterior e satisfazem as hipóteses do 
mesmo. Como t/Ji + 4>~ + 4>~ =O temos que pela proposição 1.19, 6, Ç2 são 
parâmetros isotérmicos e portanto vale 9n = 922J 921 = 912 =O, Jdet(gi~) = 
..\2 . d ax ax 
, on e 9iJ = &{, &{j. 
Temos que 
(g;) = [ gn 912 ] , 
J 921 922 
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&X ' &X 2 
det(g,;) = g;, ~ À2 = I 86 I = I aç, I = 
1 &X 2 &X 2 
= 2ll 86 I +I ar,, ll = 
= ~li:((&x,), + (&x,)')J = 
2 n~l fii;J fi!;, 
=~tI q,, I'= 11 f I (1 +I g I'J1,. 2 n-,.-,J 2 
Portanto 
&X &X - - - } Bf,~ x &t;, = Irn{(if;2 if;3 • cj;3 cp1 , rp1rp2 ) 
e substituindo em 1;1 = U(l- g2), 1;2 = V(l + g2 ), <h= fg teremos 
&X &X I f 1'(1+ I g I') 2 &ç,xaç,= 4 (2Re{g},2hn{g},lgl-1) 
e 
-(2Re{g} 2lm{g} IYI2 -1) 
- f91'+I'Igl2 +1'f9i'+l 
é o vetor tmitário normal à supetficie. 
Definição 1.27 Dado uma superfície regular X(11) em IR.3,a aplicação nor-
mal de Gauss é definida por: 
da superfície na esfera unitária. 
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Observação 1.28 
onde W = u 1 + iu2 , é a projeção estereográfica do ponto (0, 01 1 L concluímos, 
neste caso, que a aplicação normal de Gauss é a projeção esteroográfica com-
posta com a aplicação g. 
Caracterização de Completude: Dada uma curva C qualquer, em S, 
definida por (~1 (t),(,(t)) ~ S, onde Sé definido por X : D --4 IR', D 
domínio do plano complexo. O comprimento de C é dado por 
Observemos que 
fc I X'(i;r(t),~,(t)) I dt" 
I x'(~,(t),6(t)) 1' ~I ax 86 + ax 86 1' a~;r at ar;, fJt 
~I (ax)'[(a~;r), (aç,l'll~ I ax 1,1 aç I' 
aç, fJt + at a~:r at 
Portanto 
fc I X'(Ç,(t),ç,(t)) I dt ~ fc I J:t 11 d( I 
~ ~ fc I f I (1 +I g l'l I d( 1. (1.7) 
Assim, podemos caracter·izar superfícies completas, usando a representa-
ção de 'Weierstrass, como aquelas em que, para curvas divergentes, a inte-
gral 1. 7 diverge. 
Observação 1.29 Atualmente, ao trabalhar com a representação de 
Weierstrass usa-se a notação de formas, como feita em [B, C} 
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1.5 Exemplos 
Nesta seção usaremos a representção de Weierstrass para reobter o plano, 
o helicóide e o catenóide que servem como ilustração da teoria até agora 
deS{.."UVolvida. No próximo capítulo veremos a superfície de Costa esta é, no 
mínimo, uma das mais belas ilustrações da teoria da representação de \Veiers-
trass, sua existência e propriedades serão v:istas nos capítulos posteriores. 
1.5.1 O Plano 
O plano é um exemplo muito simples, considere O= C, g(Ç) =O, f(()= 1, 
Ç = 6 + í6, e assim usando a representação de Weierstrass conseguimos 
X 1 = !:,t/2, X 2 = -6/2, X3 =O, é fácil verificar que tais funções satisfazem 
às condições do corolário 1.26 e portanto o plano é uma superfícíe mínima 
regular imersa no llí? 
1.5.2 O Helicóide 
Para este caso tomamos D =C, g(() = ~ié, f(Ç) =e-'. Podemos notar 
que nem g tem palas e nem f tem zeros em C, portanto g e f são analíticas 
em D. Temos 
</>1 = 1/2(1 ~ g2)f = cosh(() 
</>2 = i/2(1 + g2)f = isenh(() 
<h= gf =~i 
É fácil ver que (h,k ~ 1,2,3 satisfazem os ítens a) e b) do corolário 1.26 
e como cosh((), senh(Ç) são analíticas em C, nós temos que f...r t:Pk =O para 
cada caminho fechado 7 em C, k = 1, 2, 31 daí tal integral está bem definida 
e nós obtemos 
X 1 = cos((2) senh(ÇI) 
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X 2 = sen(6) senh(Çz) 
x, = ç, 
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definem uma imersão mínima. Tomando senh(6) = t, temos que a imersão 
X(t, 6) é o helicóide. 
1.5.3 O Catenóide 
Seja D =C, g(() = -eç; e j'(Ç) =-e-( Observamos que g não tem polos e 
f não tem zeros em C. 
cfl = senh(() 
cp2 = -icosh(Ç) 
q,, = 1 
onde as funções (/!;.;,k = 1,2,3 satisfazem às condições do corolário 1.26 e 
portanto 
onde 
X 1(Ç1,ç,) = cos(Çz) cosh(6) -1 
X,(6,6) = sen(Çz) cosh(Ç1) 
x,(6, 6) = ç, 
é uma imersão mínima, onde X(Çr,6) descreve a superficie de revolução da 
catenária x 1 = coshÇ1 , x3 = Ç1 , -(X) < 6 < oo de maneira parametrizada. 
Capítulo 2 
Existência da Superfície de 
Costa 
2.1 Introdução 
Exibiremos a existência da superfície de Costa, demonstrando o teorema de 
Costa) que nos servirá, entre outras coisas, como um gran'de exemplo e uma 
exepcional ilustração da teoria desenvolvida no primeiro capítulo. 
Para exibirmos tal superfície necessitaremos de dois importantes resulta-
dos da teoría de superficies mínimas, que enunciaremos imediatamente, e de 
algumas definições e resultados básicos de funções elípticas e da P-função de 
\Veierstrass. 
A curvatura total de uma superfície é dada pela integral de sua curvatura 
Gaussiana. Se essa integral for finita dizemos que a curvatura total é finita. 
Esclareceremos também que a definição de fim de uma superfície, adotada por 
nós, é aquela que o caracteriza como sendo a parte da superfície homeomotfa 
ao disco furado no seu centro, tal que cada caminho nesse disco, que diverge 
para seu centro, tem comprimento infinito, na métrica induzida pela imersão. 
Tal fim será do tipo catenoidal se ele se aproximar assintoticamente a um 
catenóide, e será. do tipo planar se ele se aproxilnar assintoticamente de um 
28 
Cap2: Existência da Superfície de Costa 29 
plano. 
Agora enunciaremos os resultados. 
Teorema 2.1 (Osserman) Seja M urna superfície completa em lR3 , CUJa 
cun.ratu·ra Gaussia.n.a, K, satisfaça: 
a)K<;O; 
b) IM I KjdM <oo. 
Então, existe urna superfície compacta M 1 um número finito de pontos 
p1,p2 , ... ,pk de M e uma isometria de A1 sobreM- {p1,p,11 ... ,pk}.D 
Tal resultado pode ser encontrado em [Os2]. 
O próximo teorema é vital para nós mostrarmos que os fins da superfície 
de Costa são mergulhados. 
Teorema 2.2 (Jorge-Meeks) Seja ~~1 urna superfície rnínima, completa, 
imersa em F, com curvf:ttum total finüa -4mJT e tendo k fins. Então, 
k 
2m= I.:J1 - x(M) 2: k- x(M) , 
j'ool 
onde li é a multiplicidade do fim Ej correspondente a Pi· A igualdade vale 
se e somente se cada fim é mergulhado. O 
Mais detalhes e a demonstração podem ser encontrada em [J,M]. 
2.2 Funções Elípticas e a P-Função de 
Weierstra.ss 
Sejam À e X E C tals que Im({,) f O e L(>-,X) = {m>-+ nX; m,n E Z). 
Definição 2.3 Uma função f: C~ CU{oo}, tal que, f(z +O)= f(z) 
paru todo z E C e 0: E L(.\, X) é dita elíptica de períodos fundamentais À 
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e..\'. L(..\, X) é chamado reticulado assoâado a À e X e se zo E C, D20 = 
{zo+a>.+!)X,O :5 a,!) :51} é chamado domínio fundamental de L, baseado 
emZQ. 
Observação 2.4 Não existem funções elípticas não constant.e.s inteiras, pois 
nestes casos tais funções seriam limit-adas, e pelo teor·ema de Liot1ille, seriam 
constantes. 
Definição 2.5 Chama-se ordem de uma função elíptica, a soma das ordens 
de se·us polos contidos no domínio fundamental de L. 
Enunciaremos algumas propriedades de funções elípticas, pois nos serão 
úteis nesse capítulo. Pode-se tomar como referência, (Col], [Si], [F,K] e [Li]. 
1) Não existe função elíptica não constante de ordem zero; 
2) Soma, diferença, produto, quociente e derivada de funções elípticas 
correspondentes a um mesmo reticulado é elíptica definida neste reticulado; 
3) A soma dos resíduos nos polos contidos num domínio fundamental de 
uma função elíptica é igual a zero; 
4) Não existe função elíptica de primeira ordem; 
5) O número de zeros de uma função elíptica, num domínio fundamental 1 
é igual ao número de polos; 
6) Uma função elíptica f(z) de ordem m, quando z percorre um dominio 
fundamental 1 assumi todos os valores em CU{ oo} rn vezes. 
Aqui traremos alguns resultados clásslcos da P-Função de \Veierstrass que 
serão indispensáveis para nossos cáculos. 
Definição 2.6 Seja L = { m + nii m, n E Z} um reticulado de C 1 definimos 
a F-função de Weierstrass de L como sendo a função 
1 1 1 
p(z)=-,+ E (( )2-n2) 
Z O("L-{O} Z- W H 
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A seguir 1 apresentaremos algumas propriedades da P-função de Weierstrass. 
l)A P-função de \Veierstrass é a única (a menos de uma constante multl-
plicativa) função elíptica em C com polos de ordem 2 exatamente nos pontos 
do reticulado L. 
2) p(z) é absolutamente convergente sobre os conjuntos compactos, e 
assim) meromorfa em C com polos de ordem 2 nos pontos de L; 
3) p(z) é elíptica; 
4) p(z) é par; 
5) 
-2 2 
p'(z) ~ -:;3- L ·(----n)' 
'-' nEL""{O} "'-' H 
é ímpar e elíptica; 
6) 
= 
p(z) ~ z- 2 +L b,.z"' 
n=l 
é o desenvolvimento de 'Laurent de p(z) em uma vizinhança da origem; 
7) p associada ao reticulado [, satisfaz a equação diferencial p'2 = 4(p2 -
a 2)p, onde a > O e a ~ pG) ~ -p(~), p('i') ~ O e a ~ 6, 875185, ver 
[Ab,St]; 
8) Aqui, daremos os valorf"...s das integrais de p ao longo dos círculos que 
geram o grupo fundamental do tmo M. Seja a(t) ~ t + ib e (J(t) ~ b + it, 
com b- ~ tj Z, b f.~ e O::; t::; 1, então 
1 i r p(z)dz= r p(z--)dz= r p(z--)dz=-1f' Jt la 2 la 2 
1 . h p(z)dz ~h p(z- 'i)dz = J. p(z- ~)dz = i7r. 
9) Teorema da adição para as F-funções de Weierstrass nos dá a seguinte 
relação: 
1 p'(z1)- g:/(z2 ) 2 p(z, + z,) ~ -4[-( ) ( ) ] - p(z1 )- p(z2 ) . pz1~pz2 , 
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As propriedades de 1 a 9 podem ser encontradas em [ColL [Si], [F,K] e 
[LiJ. Por sua importância, no que se segue, ap1·esentaremos um esboço da 
demonstração da propriedade 8 para b = ~- Para os detalhes ver [Col]. 
Demonstração: Seja a função p de um reticulado L = L( .\1, .\3) e 
'"'iJ: [0,1] -----+C, j = 1,3 caminhos djferenciáveis tais que "fJ(t)nL = 0, 
'/j(O) = z0 , j = 1,3, t 1(1) = Zo + )q e 13 (1) = zo + À3. Então os números 
complexos ?]j 
não dependem do ponto inicial z0 nem dos caminhos ')J que tmem z0 a z0 +Àj-
Agora vamos definir a função ( : C .....---.)o CU{ oo} de \Yeierstrass em L por 
Ç(z) = ~- r (p(z)- 1,)dz' ('(t) = -p(z). 
"' lo Z 
A função ( é usada para demonst1·ar a relação de Legendre 
1f . ).3 
'r}3 = 'Th_T - )q 't , T = Àt 
que é muito importante na demonstração da propriedade 8). Partindo da 
seguinte igualdade 
00 z = ~2 
sinrrz= fi {(1--)e~}=rrziJ(1·- 4 2 ), 
n.EZ-{0} n n=I n 
como também da função a de Weierstrass e sua repre.-entação como produto 
infmito simples, pode~se chegar, através de várias contas, à fórmula, 
(2.1) 
onde, 
- 11' )' 1 ~ ( 1 2 ry,=(, (-6+L.,. )). 
/\} , no=l sm 1fnT 
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A função fJ de \Veierstrass é definida por: 
z z 1 z 
<T(z) ~ z II {(1 - - )exp(- + -(-)2)} 
OcL··{O} (l (l 2 (l 
para um reticulado L, a qual converge absolutamente em todo plano com-
plexo. E o produto parcial, chamado produto infinito simples no reticulado 
L= L(..\1 , ,\3 )) é definido por: 
II ZzlZ2 Pn ~ [(1- 0 )en + :z( 0 )] , o 
para n E Z- {O} fixado. 
Por outro lado, seja o reticulado L= L(l, i) e considere L= L( i, -1) = 
{mi-ni m, n E Z} obtldo de L por uma rotação de i. Temos que as funções p 
e p de Weierstrass associadas a L e L, respectivamente, são iguais. Considere 
também a, /3, Õ:, 'jJ: (0, 1] ---J. C geradores respectivamente de 
CC t i.-._ 
L e L , ,1(t) ~ 3 + t , 'Y(t) ~ S + rt , fJ(t) ~ w(t) , 'Y(t) ~ i')'(l- t) . 
i 
" 
a 
fJ _ _(!_ 
-
-1 1 
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Assim, 
- 2ry3 = j p(z)dz =h p(z)dz = -2~1 . (2.2) 
Usando a equação 2.1, a relação de Legendre, que nos fornece ry3 = Ú]l- 1fi 
e também usando a equação 2.2 encontramos 
j p(z)dz = -1ri, h p(z)dz =r.. 
Daí, é imediato a propriedade 8. O 
2.3 Teorema de Costa 
Passaremos agora ao emmciado e demonstração do teorema de Costa, que é 
a parte essencial deste capítulo, pois este teorema nos traz a existência da 
superfície de Costa. 
Teorema 2.7 (C. Costa) Consideraremos o reticulado L= {m+ni; m, n E 
Z}, os pontos Pl = 11"{0), P2 = 11"(~), P3 = 11"(~), onde 1f : C --+ Ã1 é a 
projeção canônica e M = f representa o toro obtido c,orno quociente de C 
por L. 7bmemos M = Ü- {p1 ,p2,}J3} e g(1r(z)) = .1,) e W(1r(z)) = p(z), 
A E (0, oo), aplicações mervmorfas, definidas em D = { { u + ir; o :::;: u, v ::; 
1 ; }} 1}- {0, 2, 2 ~ onde, 
1 1 1 p(z)=-+ L [ ·------] 
z 2 (z - m- ni)2 (m + ni)2 m,nEZ-{0} 
é a P função de Weierstrass associada ao reticulado L. Existe um úmco 
A > O, tal que, o par (g, W) define uma imersão mínima, completa, X 
1\1 ..........---.. JR3 , de gênero um e três fins com as seguintes propriedades : 
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a) A curvatura total é -121f, os fins são me-rgulhados, dois deles são do 
típo catenoidal e o outro do t.ipo planar; 
b} X(M) é me-rgulhado, fom de um compacto, e os 'oetoms normais nos 
fins são pamlelos e alternados. 
Demonstração: Inlcialmente, observemos que p(z + !1) = p(z), z E {} e 
S1 E L, donde p'(z + !1) = p'(z) e p e p' são duplamente periódicas. Agora 
d l . f ' d ' t Ü 1 i l-H t ' d aremos a gtunas m ormaçoes e p e p nos pon os , 2, 2 e 2 - a ,raves a 
tabela: 
Onde os superescritos indicam a ordem dos polos e dos zeros. Pelas pro-
priedades 7 e 9, da P função de Weierstrass, podemos concluir que 
1 2a2 p(z--)-a - --·--
2 p(z)- a (2.3) 
' 
2a2 
p(z--)+a - , ___ 2 p(z) +a (2.4) 
1+í a' 
p(z-2) ---p(z) (2.5) 
Queremos mostrar que (9 1 W) define uma imersão mínima X : .M --J. IR3 , 
para isso usaremos o teorema de representação de Weierstrass. O domínio de 
(g, W), no pLmo complexo, é D' = {D = {u + ív;O :S u,v :S 1}- {0, !, p}, 
onde D é domínio fundamental de L = L(l, i). Assim, em D', lV é uma 
aplicação analítica e g uma função meromorfa. Observemos que em cada 
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ponto onde g tem um polo de ordem m, W tem um zero de ordem 2m. (Basta 
olhar para z = D?, pois o donúnio de definição dessas aplicações exclui ! e 
~). A seguinte tabela, é bastante ilustrativa para as aplicações g, W definidas 
em C. 
Portanto) utilizando (g, W) para obter uma jmersão via a representação de 
Weierstrass, teremos uma superfície regular em JR3 . Agora, temos da repre-
sentação de Weierstrass que 
' <j;2 ~ 2(1 + g
2)W; 
q;, ~ gW, 
1 A' 
c/>1 ~ 2(1- ji(z)')p(z) ; 
i A2 
q,, ~ 2(1 + p'(z),)p(z) ; 
rh ~ Ap(z) . 
p'(z) 
E assim pela propriedade 7) da P-função de Weierstrass encontramos 1 
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i A2 
,p, = 2(1" + 4(p2 - a2 )) ; 
Ap' 
<Ps = 4(p2 - a2 )) • 
Para usarmos o teorema da representação de Weierstrass, devemos mostrar 
que, xk = Re(P c/Jkdz) está bem definida, isto é, xk independe do caminho 
em .M. Basta mostrarmos que Re(fz ,Pkdz) = O para qualquer camlnho, (é o 
mesmo que dizer que rpk não tem período real em lv!). Para isso acontecer é 
suficiente mostrarmos que valem as condições abaixo. 
a) Para cada 1 < k ~ 3, 1 :::; j -::;; 3, Res(,Pk)P; é real (observemos o 
teorema do resíduo); 
b) Se (:; e i são geradores para o grupo fundamental de Ai então ff; t~J~,~d::: 
e Ji. <fJkdz são puramente imaginário onde 1 :S k ::=; 3 (Este ítem é necessário 
pois a superfície não é simplesmente conexa). 
A verifica~ão destas condições são simplificadas depois de nós reescrever-
mos rpk de outra maneira. Observando que 
1 1 1 1 
. --(~---) 
p 2 - a2 - 2a (P- a p +a 
e usando a equação 2.3 nós obtemos 
1 1 1 i 
--- = -(p(z- -)- p(z- -)- Za). p2- a2 4a3 2 2 (2.6) 
1 A2 1 i 
<Pr - 2[p(z)- 16a3 (p(z- 2)- p(z- 'I)- 2a); (2.7) 
i A2 1 i 
rp, - 2[p(z) + 16a3 (p(z- 2- p(z- i)- 2a); (2.8) 
A p'(z) p'(z) 
rp, - Sa (p(z)--;;:- p(z) +a). (2.9) 
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Como p e p' são duplamente periódica, é suficiente calcular os resíduos de 
c/Jk nos pontos z = ~' z =~e z =O. Como o único polo de pé z =O, onde 
seu resíduo é zero ( olhe o desenvolvimento de Laurent), temos 
(2.10) 
Observe que 
A2 1 i 
lBa' (l?(z- :zl- p(z- :zl- 2a) 
é analítica numa vizinhança de z =O, daí seu resíduo é zero. 
Seja lt mn círculo de raio e> O, sufic-ientemente pequeno, e centro z = ~­
Desde que, p é holomorfa na vizinhança de z = ! 1 nós podemos tomar 
w = p(z) ao longo de [e e então, observando o teorema do resíduo, temos 
lim1 ,P3 = A lim1 ~ = ~21fin 
,;--.-.o "~" 8a e-_,_o p{7 .. ) w- a 8a 
onde n é um inteiro maior ou igual a 2 ( resultado 6) de funções elípticas). 
Assím, usando novamente o teorema do resíduo temos, 
nA Res(,P3),~~ = Sa. 
Repetindo o argumento para z = i, nós obtemos 
(2.11) 
(2.12) 
onde m é um inteiro. Usando a propriedade 6), da P-ftmção de Weíerstrass, 
nós obtemos, 
_ r'(z) (;i+ E~=1 2nbnz211- 1 )zz 
p(z) ±a- (~ + E~::,1 bnz2n ± a)z2 = 
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com 
holomorfas e f(O) = -2. Disso segue que 
1 p'(z) p'(z) Res(,P3 ),d! = --[Res(--~-)- Res(------)] =O 8a p(z)-a p(z)+a (2-13) 
Sejam /3 = t + ib e ry = b + it curvas como na propriedade 8) da P-função 
de Weierstrass. Temos que f3 = 1f o {3 e ')' = 7r o 1 são geradores para o grupo 
fundamental de A1. Usando esta mesma propriedade obtemos: 
Analogamente, 
e 
r ,h= -1(1r- A'J-Jr 2 8a2 
Temos ainda que se w0 of O é um número real, então 
r _p'( i)z)dz = log(p(bi + 1)- Wo) -log(p(ifi)- Wo) • }f3pz -wo 
Desde que pé periódica) p(bí + 1) = p(bi) e essa integral é zero. Portanto1 
Analogamente 1 h <h =0- (2-15) 
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Os resultados obtidos da equação 2.10 à 2.15 mostram que para A2 = 8a2n 
as formas ~k não tem períodos reais. Temos também que 
3 
L:<Pi =o 
n""l 
e 
1l=l 
Assim, pelo teorema da representação de Weierstrass a aplicação X : AJ ~~ 
JFf definida por X = (X1,X2,X3L com Xk = Re(p c/;;J, é. uma imersão 
mínima. 
M tem gênero um por ser, basicamente, o toro menos três pontos. E é 
fácil verificar que tal superffcíe tem três fins Ft, F2 e F$ associados aos pontos 
1 i O, 2 e 2> 
Mostraremos agora, que M é completa. Como o toro é completo, temos 
que para qualquer curva divergente ó(t): [a,oo) -------'> M tal que p1 ,ps1 ,p;1 rf. 
ó(t) ternos J6 (l+l g 12 ) I W I= oo. Assim1 para mostrarmos que /1.1 é completa 
basta verificarmos que para qualquer curva {; que diverge para um dos fins 
temos 
1<1+ I g I' I w I==. 
Tomemos{;: (O,oo) -----Jo M uma curva que diverge para o fim p1 quando 
t--+ oo, observemos que assim temos b(t) ~ Pl· Resulta que 
f (1 + I g i'l I w I= limhoo f (1 +I g(t) i'l I W(t) I dt = oo , }g Jé(t) 
pois 
) g(t) )S: k, k >O constante, e W(ó(t)) ~ oo se t ~ oo (t ~ oo * ó(t) ~ 
p1). Podemos repetir o raciocínio para p1 e P2 e assim mostramos que M é 
completa. 
Provemos então que a curvatura total de M é -121T. Sejam p um ponto 
de M e V uma vizinhança conexa de p. Então a curvatura Gaussiana K no 
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ponto pé K(p) = límA--+0 !',onde A é a área da região BC V, A' é a área 
da imagem de B pela aplicação de Gauss N : M -----+ 8 2• Daí1 K = ~-;: 
e f _K dA = f dA', Como M é uma superfície rrúnima, regular, completa e 
diferente do plano em IR:"- 1 temos que o conjunto E omitido pela imagem de 
~lír!, através da aplicação de Gauss, tem capacidade zero e portanto medida 
nula( ver [OslJ). Sabendo que a ordem de g é três, temos portanto que a 
curvatura total é 3(-4n). Assim, l:j~1 I;- x(M) = 3- x(M) e daí pelo 
teorema de Jorge-Meeks (segundo teorema deste capitulo), temos que cada 
fim é mergulhado. Como g(JJ-JJ = g~) = oo e g(p1) = O, os vetores normais 
nos fins da imersão convergem para posições paralelas. Concluímos, assim 
que os fins são paralelos. 
Por fim, veremos os tipos dos fins da supe1fície. R. Schoen, em [Se], 
demonstrou que uma superfície mínima, completa e imersa em IRY 1 com 
curvatura total finita e com cada um de seus fins mergulhados, tem, cada 
fim Fi, representado como gráfico de uma função k em algum plano fi-
Além disso, se x 1 e x 2 sao coordenadas nesse plano 1 então fi tem o ~?egnínte 
comportamento assintótico, para! x I grande, x = (x1 ,x2 ) 
c1x 1 c2x2 2 f,(x) =alogl x I +b+ -
1
, + --, +0(1 x 1-) I X I X I 
para constantes a, h1 Cj dependendo de i. A expressão O(! x! -- 2) é usada 
para indicar um termo limitado em valor absoluto por uma constante vezes 
um termo do tipo l x !~ 2 , para I x ! grande. Para provar este resultado, 
R Schoen usou o fato que se cada fim da superfície é mergulhado entâo o 
índice de rotação do fim é tun e daí, tj;1 e tj;2 , dadas pela representação de 
Weierstrass, tem polos de ordem 2 e assim <jJ3 tem um polo de ordem um ou 
é regular (ver[Col]). Depois, pode-se escrever, em uma yjzinbança do zero, 
f1(z) = az-' + 0(1) , q>,(z) = fiz- 2 +O(!) 
e if>3 (z) = ')'Z- 1 + 6 + 0(1 z I) , cx2 +fi' =O e 'Y E JR3 
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t.P• dada pela representação de \Veierstrass. Com mais alguns cálculos R. 
Sclloen mostrou que a componente X 3 da imersão X pode ser escrita da 
seguinte forma, 
Agora) consideremos d : Ci --+ Jfé3, difeomorfismo do disco CiJ furado em 
Pi) sobre JR3 ) e 1f: d(Ct) -·--+ri, a projeção no plano ri. Temos que h= nod 
é difeomorfismo e para y E Ci, h(y) = X E fi· Assim ao tomarmos X tal 
que ! x ! seja grande, é o mesmo que considerarmos y próximo de Pi· Como 
g(p2) = g(p,) =co e W(p2 ) = -W(p3 ) temos que os fins de X, relativos a p2 
e p3 são do tipo catenóide, pois a -1 O, e para I x I grande, ou seja, y próximo 
de Pi, ·i = 2, 3, temos que f,(x), para i = 2, 3, aproxima-se assintoticamente 
de a log I x j + b, ou seja, aproxima-se assintoticamente de um catenóide. 
Analisando, agora no caso do ponto Pl, temos que g, em P1 tem zero de 
ordem três e W tem 1.un polo de ordem dois, temos também que a 3 = gW 
está bem definida e X3 tem limite finito qUando se considera lV em pontos 
perto de p1 , assim a imersão se aproxima de um plano, a. uma distância finita, 
no fim PI· 
Capítulo 3 
Mergulho da Superfície de 
Costa 
3.1 Introdução 
Para demonstrar o mei·gulho da "parte central" da superfície de Costa, que é o 
que detalharemos neste capítulo, Hoffman e Meelcs, [H,M], exploraram forte-
mente as simetrias da superficie. Mas, antes de detalharmos estes cálculos, 
observaremos um resultado importantíssimo para este capítulo. 
3.2 Definição da Imersão X= (X1, X2, X3) 
Observação 3.1 Graças a Jorge e Meeks nós podemos afirmar que se uma 
superfície _M é completa, ime:r-sa l-'ffl JR? e difeomorfa a A~1-{p1 , ... ,pk}, onde 
M é completa , oTientável e tal que a aplicação normal de Gauss estende-se 
continuammente a M, então A1 é propriamente imersa. Ver (J,M}. 
Proposição 3.2 Sob as mamas condições do teorema de C. Costa 34, 
capítulo 2, e tomando Wt::::::::: ~,w2 =~e Ws =i+ 4, nós temos que: 
(í) Cada um dos fins de D é merg,ulhado e paralelo. 
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(ii} Com exceção de um confu.nto compacto, suficientemente grande, I< C 
D, X é um mergulho e este K pode ser tomado tal queX(K}nX(D/K) = 0. 
(iii) A terceira função coordenada X 3(z) tem o seguinte comportamento 
com relação à "convergência" dos fins de M: 
Quando z _ __,_ w1 , temos que X 3(z) ~ -oo; 
Qutmdo z "---+ w2 , temos que X3(z) -~ +oo; 
Quando z ~O, temos que X3(z) --+O; e o fim E0 , referente ao ponto 
z =o, é assintótico ao plano x3 = const.ante. 
Demonstração: 
(i)Imediato do teorema de Costa. 
(iii) Para provar este ítem, nós calcularemos Xa{z). Temos (ver resultado 
7, da P-função de \Veierstrass, capítulo 2): 
onde p( e!) = e1 c,: 6, 875185 assim, usando as equações que dão <Pt em função 
de p, para i= 1,2,3, vistas no capítulo anterior, nós temos: 
{3.1) 
1 A2 A' Ap' 
2(p- 4(p- e,)(p + eJ' i(p + 4{p- e1)(p +e-;)), 2{p~(p + e1) }dz 
Daí, segue que 
X3 (t) = Rel' </J3 (/;)dl; 
., 
{3.2) 
A[ p(z)- e1 
- - ln I ---- I -constante), 
8 p{z} + e1 
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onde 
- A A=-. 
e1 
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Quando z -- O temos que r(z) ..--------+ oo, daí X3(z) _____.....,. lnl = O. Quando 
z ~-- w1 , p(z) ~~ p(WJ.) = e:t implica X3 (z) -- -oo. Quando z -·~---+ 1L-'2, 
,p(z) -+ p(w2) = e2 = -e1 implica X 3 (z) --+ +oo. 
(íí) De (í) e (iíí) basta tomar J( = D- {C1 U C, U Cs), onde C, são 
pequenas vizinhanças de O, w1 e w2• 
Usando a observação anterior, não é difícll mostrarmos que existe K tal 
que X(K) n X(D- K) = 0.0 
Observação 3.3 .Escolhemos Zo = w3 . Com esta escolha, 
A p(z)- e1 
X3 (z) = -·ln I··· - I, p{w3 ) =e,= O 8 p(z) + e1 (3.3) 
X,(z) = Re f' q,,(z)dz, i= l, 2. Jw, (3.4) 
3.3 Simetrias da P-função 
As simetrias de M são consequênclas das simetrias de p . Portanto, daremos 
uma construção da F-função, da qual as propriedades de simetria fluirão com 
mais facilidade. A F-função de Weierstrass pode ser construída considerando 
o domínio triangular I C F com vértices Ws, w1 e 1 (ver fig.l). Apliquemos 1 
sobre o quadrante positivo por uma aplicação f(z), com j(w3) =O, f(w1) = 
e, e f(l) = oo. Na diagonal w,, 1, f(z) é puramente imaginário com I f(z) I 
crescente e f(z) é real e crescente nos segmentos w3 , w1 e w1 , 1. 
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Figura 1 
A garantia da existência de tal fimção é dada pelo teorema de Schwarz-
Cristoffel que aplica conformemente A = {z : Im(z) > O} sobre o interior 
de um polígono e da função h(z) = JZ que aplica conformemente A em 
B = {z : Im(z) >O e Re(z) > 0}. Na figura 1, g é a inversa da função de 
Shwarz-Cristoffel, h(z) ~..fi e f~ h o g. 
A partir da aplicação reflexão, ft(w3 + z) = w3 - iZ, construiremos o 
triângulo II por reflexão do triângulo I sobre w3 ) 1 (ver figura 2). Assim, es-
tenderemos f(z) ao triângulo li, tomando f(z) ~ - J(p(z)) para z E li. temos 
que f(z) é real no segmento W3~w2 +1. Construiremos III U IV refletindo 
I U II sobre w;;:-1v2 + 1, através da aplicaç-ão j3(w3 + z) = w3 + Z. E assim, 
definimos f(z) em Ill U IV por f(z) ~ J(f!(z)). A aplicação f(z) é agora 
definida em toda a metade direita de F, onde F é o quadrado O, 1, í e 1 +i, 
e é real em w-;-:-W-;-+ i. Refletindo I U li U III U N sobre w1~ w1 + 1 con-
seguimos V U VI U VII U VIII. Analogamente, aplicamos ii( w3 + z) = w3 - Z 
sobre a metade dlreita de F, donde conseguimos a metade esquerda de F, 
õ é a reflexão sobre w~; w1 +i. Daí, definimos f(z) = f(õ:(z)), para z na 
metade esquerda de F. E assim, estendemos f por todos os complexos peri-
odicamente, com períodos 1 e í. A aplicação f resultante tem a propriedade 
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de ser meromorfa com polos de ordem 2 nos pontos 1 e i, geradores do retic-
ulado, e zeros de ordem 2 nos pontos congruentes a W3. Para analizannos a 
veracidade desta afirmação veremos quatro observações: 
a) Pela construção de tal ftmção temos que f(z) = O, então z = w3 ou 
Z = 'liJ3 1 onde 'LÔ3 são OS elementos congruentes a W3 1 nesta construção. 
b) Suponha que 1 é uma singularidade essencial de f 1 f analítica em uma 
vizinhança V de 11 então para qualquer E > O, qualquer T > O e qualquer 
o: E C existe z E Br(l) n V tal que I f(z) ~a l< f., o que é um absurdo. Daí, 
1 é polo. Analogamente temos que i é polo. 
c) Seja c .. ; [0, 2n] _,.... cl que leva t E [0, 2rr] em rét + W3, tomo r tal 
que no interior de c7. só tenha W3 como zero e não tenha nenhum polo. Pelo 
principio do argumento temos: 
1 J, dz 
-. -=n(foC,O) 
21T'l foC,- Z 
onde K é a ordem do zero w3 e n(f o Cr, O) é o índice de f o Cr relativo a O. 
d) Seja 'Yr: [0, 2r.] ---+C que leva tE [O; 21f) em rflt + 1) tome r tal que 
no interior de Ir só contenha 1 como polo e nenhum zero. Pelo principio do 
argumento) temos: 
-K=_!_l f'(z)dz=-1 {""f'h·,(t/).Y,.(t)dt= 
2lf'i "f'(zo) 2Jfi lo f('y,(t)) 
1 !, d"f 
-2 . - = n(f o "f, O) 'Jf~ fo"fr 'Y 
onde K é a ordem do polo 1 e n(f o )r 1 O) é o índice de f o Ir relativo a O. 
Em c), para fazer sentido definir o índice de f o C, relativo a O, por 
integral, devemos observar que f o C .. é um caminho fechado regular) de fato 
basta observar o seguinte: 
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f (I)~ - f(Il),f(Il) ~ j(IIJ),f(I) ~f (IV) ,f (IV) ~f (V) e /(I I!) ~ 
f(V I). Dessas igualdades temos f(J) ~ f (V) e f(II) ~ f(V I), analoga-
mente f(III) = f(VII) e f (IV)~ f(VIII). Assim, notamos que f o C, é 
um caminho fechado, sem auto intersecção e o índice de f oCr é dois. A regu-
laJ-idade de f oCr é garantida pela regularidade de j.Da mesma forma, f o7r 
é uma curva fechada) regular e de índice dois. Daí, pelas observações temos 
que f é meromorfa com polos de ordem dois em 1 e i e zeros de ordem dois 
nos pontos w3 e côngruos a w3 . Assím, f(z) é igual a p(z), a menos de uma 
constante multiplicativa, graças a unicidade de p. Desde que f(w2 ) = p(w1), 
temos que f(z) ~ p(z). 
H VII I Vil 
VIII 
VIU I 
--"''"' 
rv v rv 
VI III 
I! VII 
!{111) = f(Vll f (IV)= /(FJH) 
l 
-~---
Figura 2 
Lema 3.4 Seja p(z) a P-função de Weierstrass no reticulado unitário: 
i) p(p(w3 + z)) ~ -p(w3 + z), onde p(w3 + z) ~ w3 - iz; 
p(p(w, + z)) ~ -p(w, + z), onde p(w3 + z) ~ w3 + iz; 
p((J(w3 + z)) ~ p(w3 + z), onde (J(w3 + z) ~ w3 + z, observe que 
fJ(I•(z)) ~ p(z); 
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ii) p(z) restrita à linha vert.icalw3,w1 é uma aplicação morwtonicamente 
crescente sobre o inter'Valo [0, e1Jí p(z) restrito ao segmento horizontal W1, 1 
é monotonicamente cr~cente sobre [e1, ao); p(z) restrito ao segmento de 
linha w3~ mapeia esse segmento de linha monotonicamente sobre o eixo 
imaginário não negativo. 
iii) Re(p(z)) > O no interior dos dois triângulos A e !)(A), onde A é 
o triângulo de vértices O,w3 e 1; Re(p(z)) < O no interior de F- (A U 
!)(A)), onde P = {u + iv;o ~ u,v ~ l}(uer figura 3}. Observemos que 
A= V I 11 UI, f (I) per·tence ao primeiro quadrante e f (I) = f(V IJI), assim 
Re(p(z)) > O,z E A. Analogamente, temos Re(p(z)) >O para z E !)(A) e 
Re(p(z)) <O no interior de F- (AUiJ(A)). 
iu) Im(p(z)) >O no interior de dois quadrados B e a(B), onde a(w3 + 
z) = w3 + zZ = p(/3(w3 + z)) e B é o quadrado de 'oértíces w3 , w1 , 1 e w2 + 1 
{r1er figura 3). 
Den10nstração; Os ítens i, ii e iii e iv são imediatos da construção da 
P-funç.ão. O 
-~t+i 1 +i i 1 +i 
-- 'l+i 
v IV 
+ 
+ 
VI IIl w, 
--
'-"2 +l f-· 
VII li 
+ 
+ 
VIII I 
----- -------
--
o w, 1 o 1 o 1 
Slnn.l d€ Re(p(z)) Sin>ll-1 de Im(p(z)) 
Figura 3 
Observação 3.5 Segue das partes i} e ii) do lema anterior, que p(z) é pu-
ramente imagt-nário nas diagonais que passam por w3 • I p( z) I cresce de O 
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para oo quando se aproxima dos cantos de F, já que f (I) = oo. A diagonal 
com declínio posítú1o é mapeada no eixo imagínárío não positivo. Em cada 
segrnemo horizontal e ver'licallimitando B, n(B) e F- (B U n(B)), p(z) é 
r-eal e monotônica. (ver figuras 3 e 4). 
=' 
-E -~ 
=' 
Figura 4 
Lema 3.6 Seja X3 (z) denotando a terceiro componente de X(z), ;.;; E D. 
Então X 3 (z) >O se e somente se, z está no interior de D- (A U j3(A)), e 
X3 (z) =O se e somente se, z está em C., onde 
c = o, 1 + i ui, 1 (:J.5) 
é a união das duas diagonais de F. Além disso, X mapeia a diagonal com 
declínio positit1o de maneira um a um sobre a línlta x 1 - x2 = x3 = O e a 
diagonal com declínio negativo de maneira um a um sobre a linha x 1 + x 2 = 
XJ =O. 
Demonstração: Pela equação 3.3 
X,(z) = Ãln I p(z)- e, I 
8 p(z) + e1 
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onde A é real positivo. Desde que e1 é real e positivo, X 3 (z) > O se e 
somente se JE.(<)-(-'>)1 < 1 se e somente se I M(z) +e, 1<1 M(z) - e1 I se lp(z)-·(+e!)l rr rr 
e somente se Re(p(z)) < O, isto é, p(z) está mais perto de -e1 do que 
de +e1• Também) X 3 = O se e somente se ~f:~:·.:~~ = 1 se e sornente se 
I Re(p(z)) - e1 + ilm(p(z)) 1=1 Re(p(z)) + e1 + ilm(p(z)) I, isto é, se e 
somente se Re(p(z)) =O. Devido ao lema anterior, nós temos que X 3 (z)::; O 
se e somente se Re(p(z)) .2:: O e pela figura anterior, nós temos que isso é 
equivalente à z E A U j3(A). Vemos que X 3 (z) =O se e somente se z E L, 
basta analisar a mesma figura. 
Provemos agora a última parte do lema. Consíderemos agora a diagonal 
w3 ,T + i C L. Parametrizemos este segmento por ~ ( t) = ( ~ + t) + G + t )i, 
O::; t ~ ~- Pela observação anterior podemos escrever p(rt(t)) = iA(t) para 
uma função A(t) com >..(O) =O)>..(~) = ~oo e X(t) < O, já que a diagonal com 
declive positivo é mapeada sobre o eixo imaginário não positivo. O < t < ~. 
Da equaç.ão 3.1 nós temos 
q,,(~(t))dry(t) = 1 A' 1 -[LI(t) + --,-2- 2 ](dt + üJt) 2 4 ~ (t)+e1 
o que implica 
. A' 1 
- -2
1 [i~(t)- ~, ,,·(--)-,](dt + idt) 4 A t +e1 
Re( rfJ2 ( ry( t) )dry( t)). 
(3,6) 
(3,7) 
Da equação 3A segue que X1 (~(t)) = X2(~(t)), Desde que ,>.(O)= O,,\(~)= 
~oo e X(t) <O, O< t < t, temos que >..(t) <O, O< t <~'daí 
a2 1 
-À(t) + -, '() 2 = 2Re(,P,(r1(t))dr1(t)) >O 4 À t +e1 
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e a.ssim 
x,(~(t)) = Re J:, q,,(~(t))dry(t) 
é monotonicamente crescente com 
X,(~(O)) = Rel" q,,(~(t))d~(t) =O, i= 1, 2. 
wz 
Pela equação 3.6 temos que limt--·.,.t X;(1J(t)) = oo, i= 1, 2. Assim nós temos 
que X1 (~{t)) = X 2(rt(t)) e X3(~(t)) =O. Daí X mapeia a diagonal w3 , 1 +< 
sobre a linha x 1 - x2 = x 3 = O, de maneira um a 1m1, já que X(f}(t)) = 
(X1(ry(t)),X2(ry(t)),O) e X1(77(t)) é monotonicamente crescente. Analisando 
o lema 3.4, temos p(S2) = p(S1), p(S4 ) = ·-p(S1) = p(51), p(51 ) é levado no 
eixo imaginário positivo, p(Ss) = -p(Sz)) onde 82 = w3:T + ij S1 = w3;1, 
53 = :Wa,i e S, = Ü,w;,. Pelo lema 3.4, temos /3(17(!)) = (~ + t) + (~ + t)i, 
O ::; t :S ~ a qual é uma parametrização do segmento ::W..:~,l = S 1 . Temos 
também que p(S1) = Ç"(Sz) e assi::U 
1 A2 1 !} 1 (j3(~(t)))dfJ(ry(t)) = 2 [-i>.(t) + 4'V(t) +ei](dt- idt) 
i . A2 1 cfJ2 (fJ(ry(t)))d(3(~(t)) = 2[-z>.(t)- 4· >.'(t.) +el](dt- idt) 
o que implica 
Re(,h((J(~(t)) )d(J(ry(t))) = -Re(cfJz(f3(~(t)))d6( ~(t))) 
Da equação 3.4 segue que X,((J(~(t))) = -X2(j3(~(t))), e com raciocínio 
análogo ao anterior, temos que X mapeia a diagonal W3 , 1 sobre a linha 
x1 + x2 = x3 = O de maneira um a um 1 e assim 1 X mapeia a diagonal, cujo 
declínio é negativo) de maneira um a um1 sobre a linha x 1 + x 2 = x3 = O. O 
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3.4 As simetrias de M 
Seja G o grupo diedral com oito elementos. Nós podemos considerar G como 
agindo no quadrado F por reflexões sobre as linhas horizontais, verticais, 
diagonais passando por w3 e rotações por mí.Utiplos inteiros de i sobre W3. 
Em notação complexa teremos: 
J!(w3 +z) =w,+z 
p'(w3 + z) = w3 + if.z 
a(w3 + z) = p((3(w3 + z)) = w3 + iz 
ii(w3 + z) = p2((3(w3 + z)) = w3 - z 
p(w3 + z) = p3 ((3(w3 + z)) = w3 + iz 
reflexão sobre a linha horizontal 
rotação por k~ sobre w3,k = 1,2,3 
reflexão sobre a diagonal positiva 
reflexão sobre a linha vertical 
reflexão sobre a diagonal negativa 
Observe que G é gerado por (3 e p, G = {id,p,p2 ,p3 ,(3,p(3,p2(3,p"fl}. Nós 
também podemos considerar G agindo em JR3 , identificando os geradores f3 
e p com os movimentos ortogonais, 
[ 
1 o o] 
B = O -1 O 
. o o 1 [
o -1 
R= 1 O 
o o 
B é reflexão no plano (x1, x3 ) e R é rotação por Í sobre o eixo x3 seguido por 
reflexão no plano (x1 , x 2 ). Como temos um homeomorfismo entre F e T 2 é 
natural que G, agindo sobre F', induza uma ação em D = T 2 - {p0 ,p1,p2 }. 
Teorema 3. 7 O grupo G, agindo em JR3 , é um grupo de simetria de M = 
X ( D) C m.?. A imersão X : D ----------+ .lftJ é compatível com a ação de G em D 
e .fR3. Bspecífica.mente 
i}Xop=RoX e 
ii) X o {3 o::r B o X em D, induzida por X, G age por ísometn·as. 
Demonstração: 
i) Observemos que p(p(w3 + z)) = p(w3 + iz) = w3 +í(iz) = w3 - z e que 
p(w,- z) = p(p(w3 + iz)) = -p(w3 + iz) . -p(p(w3 + z)) = -( -p(ww3 + 
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z)) = p(w3 + z). Assim, pela fórmula 3.1, nós ternos 
,P1 (w3 + iz) = ,P1 (p(w3 + z)) 
1 ~ 1 
= 2[-p(w, + z)- 4(p'(w·-3-+~z)--~ei)] = i,P,(w3 + z) (3.8) 
Da equação 3.8 temos ,P1(p(ws +iz)) = i,P,(w, +íz) = i,P,(p(w3 + z)), é claro 
que <ÍJI (p(uJ3 +iz)) = f/J1 (w3 -z) já que observamos, no início da demonstração 
que p(w3 + z) = p(w3 - z). Assim, 
Usando as equações 3.8, 3.9 e 3.4, nós temos 
(X,X,)(p(ws + z)) = (X1,X2)(w, + iz) 
(Re [ ,P1 (w3 + iÇ)d(w3 + iÇ), Re L ,P,,(w3 + iÇ)d(w3 + iÇ)) 
=(Re {' ,P1 (w3 +iÇ)idÇ,Re f' f 2 (w3 +i()idÇ) lws JW3 
= (Re 1' --<p,( w3 + Ç)dl;,, Re f' ,p. ( w, + Ç)dÇ) 
ws Jw3 
= (-X2 ,X1)(w3 + z). (3.10) 
Pela equação 3.3 e lema 3.4, ítem i), 
, ã -p(ws+z)-e, , 
Xs(p(w, + z)) = -ln I ------ I= -X,(w, + z) 8 -p(w3 +z)+e1 
Assim, nós temos 
[ 
X 1 (p(w, + z)) ] [ -X,(w, + z)] [O -1 
X 2(p(w3 +z)) = X 1 (w, +z) = 1 O 
X 3 (p(Ws+z)) -X,(w,+z) O O 
O ] [ Xr(w3 + z) ] o - x,(w,+z) 
-1 X 3 (w3 + z) 
Analogamente provaremos o item ii). Pelo lema 3.4, ítem i), p(t3(w3 + 
z)) = p(w3 + z), usando a equação 3.1 e o fato de que A é real, nós temos 
1 A' 1 
2[p(ws + z)- (4) p2 (w, + z)- ei] 
,P1 (w3 + z) (3.11) 
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.p,((J(wa + z)) i fl
2 1 
- .P2(w3 + z) = -2 [r(wa + z) + -4 . '( ) ·2l = p w3 +z ~e1 
-.P,(w3 + z) (3.12) 
(X1 , X 2)(/3( w3 + z)) = (Re f" "J>1 ( wa + {)d~, Re {" -;Ji2 ( wa+ Ç)d~) lws JWJ 
= (X1 , -X,)(w, + z). 
Pela equação 3.3 
x,(fJ(w,+z))= Ãlnl r(wa+z)-el I= Ãlnl (EJwa+z) -e~) I 
8 p(wa+z)+e, 8 p(wa+z)+eJ 
Ã p(w3 +z)-eJ 
=-In I---·---- I= Xa(wa + z) 
8 p(w3 +z)+e1 
Corolário 3.8 i) O plano (x1 , x3) e o plano (x21 ;l'3 ) são plarws de simet-ria 
paro Af = X{D). O segmento 1.V;l-+ w2 e O) 1 são aplicados por X sobre 
o plano (x1 ,x3 ). O segmento w 1 ,W1 +i e Õ,í são apUcados por X no plano 
(x,,x3 ). 
ii) A isometria a = p o fJ de D a qu.al é 7·efie.Tão sobre a diagonal posiii'l.!a 
de F, é compat.ível com a simetria de 111 dado pelo movimento euclidiano 
RB, a qual é a rotação de 1f sobre o segmento Xt - X2 = X3 = O. 
Demonstração: 
i) O plano (x11 x3 ) é plano de simetria paraM, pois B é a reflexão no 
plano {x1, x3) e B é elemento do grupo de simetria de lvf. O plano (x2 , x3) 
é plano de simetria1 pois BR2 é a reflexão no plano (x2 ,x3 ) e BR2 é e-
lemento do grupo de simetria de M. Como [3(U.:-;-) w2 + T) = ( w2 , w 2 + 1) 
temos que X(w2 , 1 +w2 ) = X o (J(iu2 , 1 + w2 ) = B o X(w2 , 1 + w;), dai 
X(w2 , 1 +w2) E plano (xt,x3), analogamente para o segmento O, 1. Temos 
também que /3('WJ +i, w1) = (w1 +i, wi) e p2 (w1 +i, w1} = (w1+ i, w1), 
assim sendo, 
R2 B o X(wJ. w1 +i)= R2 oX(w1 + i,w1) = X(w1,iu1 +i) , 
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daí) X(w1 )w1 +i) E plano (x21 x3 ) 1 analogamente para o segmento O, i. 
ii) é consequência imediata do teorema anterior. 
56 
Observação 3.9 Se n6s decompormos F em oito triângulos I, II , ... , VIII, 
como na figum 3, segue do tem·erna 3. 7 que cada um dos triângulos é isométrico 
a todos os outros por urna isometria em G. 
W1+i l +i 
p(T) n(T) 
T 
w, õ:(T) W2 + 1 
p2('r) B(T) 
i-!(T) p3(T) 
----
o w, 
Do teorema anterior e da observação anterior temos o imediato corolário. 
Corolário 3.10 M é forrnada por oito partes congruentes. Cada part.e é 
isométrica a X (T), onde T C F é o triângulo 
{n+iv tal que ~<Ou<;!, ~<;v:Su}-{((w,+l),(I+i))} (3.!3) 
e é produzido de X(T) pelo movimento X(T) por uma simetria em G. Ob-
seT·vemos que T = 1 I I. 
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3.5 M é mergulhada 
Nesta seção) fazendo uso das anteriores 1 provaremos que A1 é uma superfície 
merguThada, ou seja) mostraremos que X : D ~ JR3 , como definida no 
teorema de Costa, é um mergulho. Para isto, basta mostra1TI1os que X 11' é 
um mergulho, que X(T) está no octante positivo de JR3 e que X aplica &T 
sobre a fronteira do octante positivo, e isso nós faremos no último resultado, 
proposição, desta seção. Observemos que cada um dos oito elementos de G, 
agindo em IR:\ move o octante positivo sobre um octante distinto de IR3 . 
Como cada elemento de G age sobre o plano por difeomorfismo, temos que 
X(g(T)) é um mergulho, g E G. Para provarmos essa proposição, e assim 
encerrarmos a dissertação, necessitaremos de quatro resultados preliminares1 
que passaremos a demonstrar agora. 
Lema 3.11 Para. 6 suficientemente pequeno, X é um mergulho em {z E 
D tal que I x,(z) I< ó}, 
Demonstração: Mostramos na proposição 3.2 que X é um merg1.11ho fora de 
um compacto K e que X (K)nX(D-K)) ~ 0. Estabelecemos no lema 3.6 que 
o conjunto f..= O, 1 + iu'[,l é igual XJ 1(0) e que X é injetiva em 1:-. Como X 
é imersão, então ela é localmente injetiva. Restringindo nossa atenção a K 1 o 
subconjunto fechado C n K é compacto e portanto deve ter uma vizinhança 
N em K na qual X é injetiva. De fato, suponhamos por ab..surdo que X 
não é injetiva em qualquer vizinhança de f.. n K. Tomamos Vi, vizinhança 
de f.. n K, então existem X1JX2 E Vl,xl f- Yll tal que X(x1) = X(yl), ... , 
tomamos Vn vizínhança de c n K J então existem Xn J Yn E v,.' Xn f- Yn' tal 
que X(x,.) = X(yn), ... , e assim por diante. Essas vizinhanças são tomadas 
de forma a existir uma subsequêncía X 11 k de x,. tal que X 11k .............,. x, x E [, n K, 
já que .LnK é compacto. Analogamente, temos que existe tuna subsequência 
Ynk de Yn tal que Ynk ~ y,y E Cn K. Como X(x11_.,) = X(Yn~o) temos que 
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X (x) = X(y). Se x 1' y então temos X(x) = X(y) ex f y, o que contradiz o 
fato de X ser injetora em C. Se x = y! como X é localmente injetora temos 
que existe uma vizinhança de x tal que X é injetiva nesta vizinbança1 mas 
nesta vizinhança existem Xnk e Ynk tal que Xnk :f YnJ< e X(X711.} = X(Ynk)) 
contradiçiio. 
Para 6 > O suficientemente pequeno, o conjimto 
{z E K tal que I X 3 (z) I< ó} C N, pois L= Xi 1 (0). Desde que, X é um 
a um em N e D- K e sabendo que X(N) n X(D- K) = 0 temos que X é 
injetiva em { z E D tal que l X 3 (z) j< óL para 8 suficientemente pequeno. 
o 
Lema 3.12 O segmento de linha w3 , w3 + ~ é mapeado por X, de forrna in-
jetiva, sobr-e uma curva contida no quadmnte não negatú1o do plarw (x1, XJ). 
A curva encontra um é.xo somente se X(w3 ) =O. 
Demonstração: Pelo .corolário 3.7 ítem i), -;;3 , w3 + ~ é mapeado sobre 
o plano (x1,x3), isto -é, X 2(z) = O, Z E w3~-;;+ ~· Parametrizemos esse 
segmento de linha por 'Y(t) = WJ + t, O :$ t ~ ~· Pelo lema 3.4, parte 
i) e ii), p("f(t)) = -p(J'b(t))) = -p(J'("f(t))), pois p(Jl("!(t))) E IR, daí, 
p("f(t)) = A(t) com -\(0) =O, 'YGJ = -e1• Como p(z) restrito ao segmento 
vertical w3, w1 (parametrizado Jl( "f( t))) 1 é mono tonicamente crescente sobre o 
intervalo [0, e1] (ver lema 3.4), temos que X(t) <O em [0, ~]. Das equações 3.1 
e 3.4, temos, para z E w3 , w1 , 
X 1 (z) = l z 1 A2 Re w, 2(p- 4(p--,-',,'C)(""p_+_e1-c)) = lfu' (A(t)(.\2(t)- el)- ~') 
- & 
2 o À2(t)- ej (3.14) 
ã .\(t)-e1 
X,('Y(t)) = Sln I A(t) +"e, I (3.15) 
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Claramente X3 (J(t)) é monotonicamente crescente em [0, !L (observemos 
que se t ----+ ~' p('y(t)) ----+ --e1, distância de -e1 à p('y(t)) diminui e 
distáncia de e1 à p('y(t)) aumenta) com Xs('-r(t)) ~ O se e somente se 
t =O, isso nos diz que a curva encontra o eixo x3 somente se X 3 (w3 ) =O. 
X(1(t)) ~ (XI('y(t)),X,(1(t)),X3 (1(t))) ~ (X1(1(t)),O,X,(1(t))) é injetiva, 
pois X3 ('y(t)) é injetiva, X3 (1(t))?: O com igualdade se e somente se t ~O. 
Mostremos agora que, X 1(·y(t)) ~O com igualdade se e somente se t =O, 
isto quer dizer que a curva só encontra o eixo x 1 se X 1(w3 ) =O. Para isso, 
mostremos que o integrando da equação 3.14 é estritamente positivo. Para 
tE [O,~], .ll(t) E [-ehO]. Seja Y(.ll) ~ .\(>.2 -el), notemos que Y(.ll)?: O, con-
sideremos Y(>.) em [-e1 ,0]. A positividade do integrando da equação 3.14 é 
equivalente a ter Y(>.) < ~1 em [-e1 , 0]. Mostremos que Y(..\) < ~2 . Temos 
Y(O) ~ Y(-e1 ) ~O, Y(À) >O em [-e1 ,0] e Y'(.\o) ~O em [-eLO] so-
mente se Ào = ~ (de fato, Y'(Ão) = 3.\Õ- ei =O <==> Ào =I 7J !, como 
estamos considerando em [-e1 , O], temos .\0 = ~ ). Daí, observando que 
A' '(d - d C ) . ( ) 2'' 4 = 27re1 emonstraçao do teorema e osta, cap. 2 e que Y .\o = 37s 
temos, 
2é a2 
O<:; Y(.\) <:; Y(>.o) = 3JJ <:; 4 
Portanto fica provado o lema. O 
Lema 3.13 O segmento~' i é mapeado por X sobre a met.ade superior do 
plano (x2,x3). 
Demonstração: Pelo corolário 3.81 X(w2, i) está no plano (x2, x3). Para-
metrizemos tu2, i por ti, ~ < t < L Pelo lema 3A e observação 3.5, p(tí) = 
-p(p(tí)) ~ -(-p(p(p(tí)))) ~ -1-(-p(J'(P(p(ti)))))] ~ -p(Jt(p(p(ti)))), 
observemos que J'(p(p(tí))) ~ w1 +i, 1 +i e p(J'(p(p(tí)))) é puramente ima-
ginário. Mas, tí ~ w,+( -~+( -~+t)i), daí, p(ti) ~ w,+( -~i- (--!+t)) => 
p(p(tí)) ~ w, + iz' ~ w, + G ~ (-21 + t)í) => J'(p(p(tí))) ~ w3 - íz" ~ 
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w3 -i(i-(-~+t)i)=w,-iq+(-i+t)i)=w,-~i+(-~+t)=t. E 
assim, p(ti) = -p(t), ! < t < L Pelo lema 3.4 ii), temos que p(z) restri-
to à tv11 1 é monotorucamente crescente sobre [e}, oo-L daí -p(z) restrito à 
w1;T que é o mesmo que -p(t), ~ < t < 1 é monotonlcamente decrescente 
[--e1 , -oo]. Portanto, p(ti) = k(t) para alguma função k(t) a valores reais, 
com k'(t) < O, lim1 .~r k(t) = -er, e Jim,_,, k(t) = -oo. Usando estes fatos 
' juntamente com as equações ~tl, 3.3 e 3.4 nós temos 
X,(ti) = Ãln I k(t)- er I 
8 k(t)+e1 
ti í A2 
X,(ti) = RB r -(p(ti) +- ( '( ) ') )idt }~ 2 4 p tz - e1 
-ª i A2 
=Re ~· -2(p(ti)+-4(.'(t) '))idt }~ r J, - el 
ti i A2 
+Re r ,-(p(ti) + 4 ( '( ) --,))idt }~ 2 p h - e1 
, 3. r' 1 A' 1 
=X,(4r)- }i (;zk(t) + -g(k'(t)- el))dt 
x,(ti) =o. 
Para a última igualdade observemos o corolário 3.8 ítem i). 
equação 3.17 e as propriedades de k(t), nós também temos 
(3.16) 
(3.17) 
(3.18) 
Usando a 
lim x;(ti) = limX2 (ti) = oo ==> limX2 (ti) = limX2(ti) = oo (3.19) t----+1 t--+1 t-•1 t---.1 
' ' 
Analisando a figma 4, temos que I k(t) - e1 1>1 k(t) + e1 I, isto é, k(t), neste 
caso, está mais próximo de -e1 do que de e1 , daf ln I =f~~~=: ! é positivo. 
Como r( ti) é decrescente, (vimos no inicio desta demonstração) temos que 
X 3(tí) é positivo, decrescente e monótona e 
lin;X3 (ti) = +oo 
t ...... 2 
e limX,(ti) ~O 
t----.1 
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Portanto) como X 3 (ti) é injetiva temos que X(ti) é um a um. Reparametri-
zemos X(tí) por s = X3 (ti), O < s < 00 e escrevemos a curva em questão 
por 
r(s) = X(X31(s)) = (O,X2 (X0 1(s)),s) (3.20) 
Se X 3 (ti) = s ·~O então t -~ 1 (ver equação 3.16), daí f(s)--+ (O,oo,O), 
f(s) é uma curva divergente no fim E0 . Se X 3(ti) = s ............--. oo então t ----> ~' 
daí f(s) ·~.-.-..,. (O,oo,oo), f(s) é uma curva divergente no fim E 2 . Como estes 
fins são assintoticamente paralelos ao plano (x1 ,x2}, temos 
lím 1 r,(s) 1= lím I r,(s) I= oo 
8--->0 S·--'>00 
Da equação 3.19 segue que 
límf,(s) = lim r,(s) = +oo. (3.21) 
s·-+0 S".,OO 
Do corolário 3.8 temos que X(ti) pertence ao plano (:r2 , x3 ). Usando a 
equação que dá o comportamento de X(ti), a equação 3.20, e o fato de 
que s -o~..::=> r2(s) __ ..,. 00 e, se s - 00 então r2(tí) = oo, temos que 
X(tí) pertence ao interior do quadrante positivo do plano (x 2 ,x3 ), Como 
X 3 (ti) é monótona e decrescente, portanto injetíva, temos que w2 , i é apli-
cado injetivamente. Concluímos também que! X(ti) é gráfico sobre a parte 
positiva do eixo X3 e O valor de X2 tende a 00 quando se aproxima de W2 OU 
i. o 
' Proposíção 3.14 A aplicação X mapeia R sobre 
' onde R= inter-ior de R, R= TU ii(T) e T é o triângulo 
1 1 {u+iv; 2 ~u~ 1,2 ~v~u}-{((w2 +1),(1+i))}, 
observemos que T c F. 
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Para a demonstração dessa proposição, emmclaremos um lema, cuja demon-
stração pode ser encontrada em [L]. 
Lema 3.15 Seja W : M ~----+ .fR:1 uma imersão mínima, onde M é compacta. 
Então w(M) c C[e(IJ.M)], onde C[e(IJ.M)] é o fecho convexo de w(&M), 
e se W(j\.1) não está contida em um s1.Jlwspaç.o própr·io temos que 'li ( M 0) c 
[C(e(.M))]". o 
Demonstração da proposição 3.14: Antes) observemos que pelo corolá-
rio 3.8, X(w2 ,i) está contido no plano {x2 ,x3 ) e a<>Sim, se X mapeia R, o 
qual contem w2 ,i, sobre E= {(x1,x2 ,x3 ) tqx2 > O,x3 > 0}, temos também 
que X mapeia Wz·:z· sobre o interior do quadrante positivo do plano (x2, x3). 
Mostraremos agora que, XJ 1(b), onde b é rnn real suficientemente grande, 
são curvas fecbadas e simples. 
X,(j)(w, + z)) = Ãln I p(J'l(w, + z))_:::. e1 I 
8 p(J'l(w3 + z)) + e1 
= Ãln I p(;v;+-zy=e, I 
8 p(w3 +z)+e1 
= Ãln I (p(w, + z)- e,) I= Ã ln I p(w, +_:'~..':!. I= X,(w, + z) 
8 p(uJ:~+z)+e1 8 p(w3 +z)+e1 
, Ã p(ii(w, + z)- e, 
x,(a(w, + z)) = ~8 tn I ('( )) I p o: w3 + z + e1 
= Ãln I p(p(p(!3(w, + z))))- e, I 
8 p(p(p(J'l(w, + z)))) + e1 
_ Ã1 I p(J'l( w3 + z)) - e1 I- X ( ) -~n ~ 3W3+z 
8 p(J'l(w, + z)) + e1 
X,(a(w,+z))= Ãlnl p(a(w,+z))-e,l=~lnl p(p(J'l(w,+z)))-e,l 
8 p(a(w3 + z)) + e1 8 p(p(J'l(w3 + z))) + e1 
Cap 3 : Mergulho da Superfície de Costa 63 
~ Ãln(l (p(w, + z)- e,) 1-') ~ -X,(w, + z) 
8 p(w3 +z)+e1 
. Ã p(p3 (iJ(w, + z)))- e1 
x,(Jl.(w, + z)) ~ X,(p(p(p(iJ(w, + z))))) ~ g-ln I p(P'(iJ(w, + z))) +e, I 
~ Ãln I -p(p(p(iJ(W:I + zill)- e, I 
8 -p(p(p(iJ(w3 + z)))) + e1 
~ Ãln I p(p(IJJ:tva + z))) ·-e, I~ -X,(wa+ z) 
8 p(p(iJ(w, + z))) + e1 
Com isso, segue que as curvas de níveis de X 3 são simétricas com relação à 
w2) w; +'1 e wl, Wt +i. Agora, mostraremos que tais curvas são fechadas. 
p(z)- e, , p(z)- e, 
x,(z) = ln 1 ---- 1~ b =e ~1 --- I= p(z) + e1 p(z) + e1 
=>e' I p(z) +e, 1~1 p(z)- e, I= 
=~e' I (Re(p(z) +e1) + ilm(p(z)) 1~1 (Re(p(z)- e,)+ ilm(p(z)) I==? 
=> e"[(Re(p(z) + e1))2 + Im'(p(z))] ~ [(Re(p(z)) ~ e1) 2 + lm2 (p(z))] ~"* 
=> [(Re(p(z)) -e1) 2 +lm2(p(z))]-e"[(Re(p(z)) +e1) 2 + Im 2(p(z))] ~O=> 
=> Re2(p(z))- 2Re(p(z))e, + ej + lm2(p(z))- e"Re2 (p(z))-
-2e20e1Re(p(z))- e"eJ- e"Im2(p(z)) =O=> 
=> Re2 (p(z))(l- e")-
-2Re(p(z))e1(1 +e")+ e](l- e")+ lm2 (p(z))(l- e")= O=> 
1 + e2b 
=> Re2(p(z))- 2Re(p(z))e1(l- ~") + Im2 (p(z)) 
_ 2 _ '( 4e" (1 + e")2 ) 
- -e, -e, (1- e")' - (1 - e")2 
= (· 2e1e' )'_e'( .I:_± e")'=> 
(1- e") 1 1 -e" 
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l+e2ô l+e2b, 
=* Re2(p(z))- 2Re(p(z))er( 1 _e")+ ei( 1 _ e")
2 
2 2e1eb 2 
+lm (p(z)) =((l-e")) =* 
* [Re(p(z)) -e,( 1 +e")]'+ Im2 (p(z)) = ( Zer'é~- )' 
1-e" (l-e") 
ou seja) as curvas de nível de X3 são imagens inversas por p(z) de círculos de 
centro (e1 (}~;::) 1 O) e raio I ( 12~~:) j, logo são curvas fechadas. Observemos 
que sempre que falarmos em círculos estamos nos referindo à curvas homeo-
morfas à círculos. Como as curvas de nível são, basicamente, resultado da 
intersecção do fim com o plano, temos, pelo teorema da transversalidade, que 
tais curvas são variedades. Pelo teorema da classificação de variedades, temos 
que x; 1(b), cuja dimensão é 1, é ou tmião de círculos ou união de círculos com 
eurvas homeom01fas a segmentos de reta ou união de curvas homeomorfas 
a segmentos ele retas. Como xa·· 1(b) é fechado, só podemos ter tmião de 
círculos. No entanto, veremos que a única possibilidade é um único círculo, ou 
seja, X3- 1 (b) é uma curva fechada simples. Para isso, basta mostrarmos que 
em T só poderemos ter um segmento de curva simples cortando w2 +1T + i 
e w3 , w2 + 1, com ilustra a seguinte figura. 
l+i 
""+1 
Suponhamos que, além desse segmento1 exista uma circunferência "!, no in-
terior de T, como na figura abaixo, onde X3 j1 igual a constante b. 
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1 +i 
Seja 7 o disco cuja fronteira é f, como X 3 )7 é constante temos que X 3 as~ 
sume máximo (mínimo) no interior de i: o que contradiz o teorema do módulo 
máximo (mlnlmo). Portanto, tal configuração das curvas de nível não pode 
ocorrer. Suponhamos agora que, tenhamos dois c:írculos concêntrkos 11 e Jz, 
como na figura abaixo. 
1 +i 
Temos que X 3 J .. n = Xs 111= b. Mas, X 3 lw2+1,1+t é estritamente decrescente, 
daí 'Yz n Wz + 1' 1 + i =? '1'1 nwz + 1' 1 + i, o que é um absurdo. Analogamente 
para o segmento w3 ,w2 + 1. Assim, fica demonstrado que X:i- 1 (b) são curvas 
fechadas e simples, b E JR. 
" Em seguida, mostraremos que X aplica R em E= {(x~,xz,X3), tal que, 
x2 > O,x3 > 0}. SejaS= {z E D tal que'<; X,(z) <; N}, a proposição 3.2 
nos garante que fora de um compacto K suficientemente grande) X é um 
mergulho1 e o lema 3.11 nos dá que 1 para 6 suficientemente pequeno 1 X 
é um mergulho em {z E D tal que J X3(z) !< 6}. Dai, é fácil vermos 
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que nós podemos escolher € sttficientemente pequeno e N suficientemente 
grande tal que X é um mergulho no complementar· de Sf,N com relação à 
{z E D tal que x3 > 0}. Em particular, X restrito à G', = x-1 (c) e X 
restrito à CN = Xi 1(N) é um mergulho e portanto injetora em C, e CN· 
Pela equação 3.3, essas curvas são curvas de nlvel de X3 (z) = ln j w(z) L 
onde 
w(z) = p(z)- er 
p(z) + er 
Como anter·iormente, c~ e CN interseptam W2, w2 + 1 em dois pontos simétricos 
com relação a w3 . Chamamos os pontos de intersecção de q~,&(q(), qN e 
ã:( qN ), respectivamente. 
' 
Wj -J·- i 1 +i 
-~--+·---
<iN &(qN) ó(q~ 
o 1 
Afirmação: Temos que q{ e &(q,:) dividem C'f em dois arcos C/ e ct-, onde 
c: é aplicado por X em 
{(x1 ,x,,x3 ) tal quex2 >O} 
Para mostrannos esta afu·mação, observemos os itens abaixo: 
Cap 3 : Mergulho da Superfície de Costa 67 
i) Vamos definir, (X,(C,),X,(C,),X,(C,)) = X(C,) =c;, X(CN) = CN; 
ii) C~ e C)v são simétricos com respeito à reflexão pelo plano (x1, x 3 ) e 
(x2,.x3 ); (consequência imediata do teorema 3.7); 
iii) X é injetiva em Ct e CN (vimos no início da demonstração desta 
proposição )í 
i v) V w3+z E {C,-{ q., êi(q,)} }, X2(w3+z) f O (suponhamos X2 (w3 +z) = 
O para algum w3 + z, então X(j3(w3 + z)) = BX(w3 + z) = (X1(w3 + 
z),O, X,(w3 + z)) = X(w, + z), onde ,8(w3 + z) f w3 + z, contradiz iíí)); 
v) X2( C~) toma valores negativos e positivos (basta olharmos para ii) ); De 
iv) e v) e do fato de X 2 ser contínua, temos que, X 2(Ct) =O em q(j ú(q() E C( 
(observemos que CE é simples e fechada), daí X2 (q~) = X 2 (ã(q{)) =O. Para 
E suficientemente pequeno Xz(zo) >o, Zo =c( n ÍVz +- 1,1 +i (notemos que, 
observar o comportamento de X2 , perto de i, é o mesmo que observar o 
comportamento de x2 pel"to de 1 + í). Suponhamos que, para algum ponto 
Zl em cf+ J X2(zl) < o, então teremos que para algum Z2 E c: l Z2 entre 
z1 e zo, X2(z2) =O, absurdo. Daí, X 2(Cf+) >O e analogamente temos que 
X2(C~··) <O. E assim fica demonstrado esta afirmação. 
Para E > o suficientemente pequeno, cf intercepta w2, í em um ponto 
onde x2 > o. Podemos aplicar o mesmo argumento à CN, para N sufi-
cientemente grandej e concluir que CN intercepta w2 , i em mn ponto onde 
X2 >O e que X2(C~) >O. Sendo T = {u+iv tal que~::; u < 1,~ :s; v :s; 
u} -· {wz + 1,1 +i}, definimos R = TU êi(T). Seja W,,N = R n S,,N, 
sabemos então que X(iiW,,N) = X(C,+ U Cj; U q;;q,; U &(q,),êi(qN)) c 
8{(xllx2,x3) tal que X2 > O,t: :s; x3 ::; N} C E. Pelo resultado 3.15 
X(W,,N) C {(x,,x,,x,) tal que x, :;>: O,t :'Ó x, :'Ó N} e fazendo' -~O 
e N ~ +oo te1minamos a demonstração desta proposição. O 
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Proposição 3.16 Seja 'f o t1'iângulo definido por 
1'= {u+iv tal que i S u S l,i S v S u}- {(!ea+ ~),(1 +i)} 
Então X Ir é um mergulho de T sobre o octante não mgatívo de IR3 , lwuando 
" T sobre a fronteira do octante e T sobre o interior. 
DeJnonstração: Provemos primeiro que X aplica T sobre o octante não 
" negativo {(x1 ,x2,x3 ) tal que x1 2:: O,x2 2:: O,x3 ;::: O} e T sobre o inte-
rior. A fronteira de T consiste dos segmentos de linha w3 , w;+ ~, w3 ,1-+2 
e Ul:l, i. Pelo lema 3.12, w3, w3 + ~ é aplicado por X injetivamente sobre 
uma curva no quadrante não negativo do plano (xx.x3 ), encontrando os 
eixos somente em X(w3) = O. Pelo lema 3.6, w3, 1 +i é aplicado ínjeti-
vamente sobre x 1 - x2 = X3 =O, XI 2: O. Pelo lema 3.13 e proposição 3.14, 
;:U2 , i é aplicado monotonicamente sobre o lnterior 00 quadrante positivo 
do plano (x2, Xs)· Seja Q o octante positivo de Jlf. Nós mostramos que 
" " X(éJT) C âQ. Provaremos agora que X(T) cQ. usaremos a notação: 
c:·+ = c-: n 1', e c_t+ = c~ n T. Seja Tt,N = vr~.N n T. Observemos 
que X(Ct++) C {(x1 ,x2 ,x3 ) tal que x1 > O,x2 > O:xs > 0}, devido ao fato 
de que C! ser simétrica, X 3 (Cf) = f. > O e X 2(q,) = X2(ã(q~)) = O, da 
mesma forma, x(c,r;;+) c {(xl,X2,XJ) tal que XJ > 0 .. 2'2 > O,x3 > 0}. A.s-
sim X(âT,,N) = X(c:+ U C;!;+ U q,, qN UÇ"ÇN) C à{( .r,, x2,x3) tal que x2 > 
O,x1 > O,t < X3 < N} c {(x1 ,x2,x3) tal que x 1 ~ O)x2 ~ O,x3 2: Oh 
onde e E =c~ n w2 + 1, 1 +i e ÇN = CN n w2 + 1,1 +i. Pelo resultado 3.15 I 
X(T~,N) C {(x1,x2,x3) tal que x1 2: O,x2 2: O,t:::; X3 ~ N}. Fazendo E~---+ O 
" " e N---------+ +oo temos que X(T) cQ. Para concluirmos a demonstração desta 
proposição, vamos mostrar que X Ir é um mergulho, onde nós sabemos que 
X é uma imersão. Basta então, mostrarmos que X é um gráfico sobre o 
plano: 
P = {x E IR:' tal que 
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Para ísso é suficiente mostrarmos que rr o X Jr é injetiva em T, onde 7f : 
JR3 ---+ P é projeção. Como Tf,N "converge" para T, nós mostraremos 
apenas que 7r o X : T€,N ---+ P é injetiva. Observemos o seguinte resultado 
de imersões do plano no plano. 
Seja F uma imersão defmida em um aberto simplesmente conexo do plano 
no piano e seja 'Y uma curva de Jordan no interior do dorninio de F, tal que F 
é injetiva em f· Então F é injetiva na região limitada por T Para demonstrar 
este resultado basta observarmos que F é um homeomorfismo local do disco 
fechado C, onde a fronteira de C (notação: 8C) é ry) sobre o compacto F( C), 
ou seja, F é recobrimento. Como"(= F(âC) = 8F(C) e a cardinalidade de 
p-'(p),p E &F( C) é um, temos que cardinalidade de p-'(pl também é um 
para todo p E P(C). 
Por esse resultado devemos somente mostrar que 1f o X é injetiva no 
bordo de T(,N• Seja u: S 2 ---+ CUOCJ a projeção estereográfica. A aplicação 
normal de Gauss de X é dadà por u-1 o g, onde g = ; , é a aplicação g da 
representação de Weierstrass de M. Mostraremos que g(T) é uma região de 
CU oo limitada pelas linhas {ti tal que t S O} e {t(-1 +i) tal que t > 0}. 
De fato, do lema 3.4, pam t E (~, 1), p(t(1 +i)) ~ 1(t)i, 1(t) < O, como 
r(t(1 +i)) é decrescente (pois, 1 r 1 cresce em w3 , 1) temos que !'(t) < o e 
lim,_,l !'(t) ~O, limHJ !'(t) ~ -oo, logo 
' 
'Y'(t)i ~ (1 + i)p(t(1 +i))=? 
1 (1 -i) . -1 . 
=* r'(t(1 +iiT ~ -!'(t) ~ +(-1 +•)(!'(t)) c (-l+t)t,t:;, o. 
E assim temos que g(w3 , 1 +i) C {t( -1 +i) tal que t :;> 0}. Por outro lado, 
pelo lema 3.4 e para tE (t, 1), p(ti) ~ 6(t), 8(t) <O, ó'(t) < O pois ó(t) é 
decrescente (p(wt, wa) é decrescente), liffit_,1 ó'(t) =O) limt-.1 N(t) = -oo. 
Agora, de 6'(t) ~ ip'(ti) segue-se e•/u) ~ 6 ,)t)i C {ti tal que t S 0}, donde 
concluímos que g(w2 , i) C {ti tal que t s; 0}. 
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g 
Assim g(T) é uma região de CU { 00} limitada pelas linhas {ti tal que t $ O} 
e {t(~l +i) tal que t ~ 0}. Pelo teorema de Costa e corolário 3.10, a cur-
vatura total de X (T) é - 1~,- = - 3;, Desde que a curvatura total de X (T) é 
a área da imagem da aplicação normal de Gauss) segue que a imagem de g(T) 
deve estar contida na menor das regiões limitadas por {ti tal que t 5, O} 
e {t(-1 + í) tal que t :2: O}, contendo o semi-eixo negativo X. Portanto 
a-1 og(T) é umà região contida no hemisfério H= {fJ tal que < 1J.f.t >~ O} 
e a- 1 o g(T) intersepta BH =- P n S 2 somente nos pontos (0,0, ±1 ), }á que 
1 +i está fora do domínio de definição. Notemos que a- 1 o g(z) = (0, O, ±1) 
em T somente em w3 , pois os outros pontos não estão no domínio, onde 
g(w3 ) = oo e temos que W3 1- TE,N' nós concluirnos que o--I o g(T~,N) é um 
subconj1mto compacto no interior de H n ,)2. Temos também que o vetor 
normal ao plano Pé o vetor JL, os vetores normais à X(T~,N ), a-·-l o g(T<.,N L 
não fazem ângulo reto com JL, ou melhor, < v, JL >< O, para qualquer vetor 
v normal à X(1~,N ). 
Assim, 1f é imersão e portanto 1f o X é imersão de TE,N, daí podemos usar 
o resultado anteriormente mencionado. 
Finalmente, mostraremos que 1r o X é injetiva no bordo de 1~,N. Essa 
frontelra consiste de quatro arcos, dois dos quais são segmentos de linha. 
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O segmento q(,qN é aplicado por X injetivamente sobre o plano (x1,x3) 
(lema 3.12), e a projeção desse plano sobre Pé injetiva (não forma ângulo 
reto). O outro segmento está em W2, i e é aplicado por X injetivamente 
sobre p {lema 3.13). Analisemos agora o subarco ct+ de c~+ que limita 
1:,N· Na demonstração da proposição 3.14, vimos que para E suficientemente 
pequeno X é injetiva em c: e se c;+ = c: n 1~,N, X (C/+) está contido 
no plano x3 = t, e como 7f o X é localmente injetiva, por ser imersão, e 
no X(Ct1·) c P n (x3 = t:)) segue-se que 1r o X é injetiva em C/+. Com 
argumento similar, podemos mostrar que 7f o X é um a um no subespaço 
c~+ = C'}j n 4.,N' Assim, 1f o X é injetiva no bordo de Tt,N e portanto 
terminamos a demonstração de que a superfície de Costa é mergulhada. 
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